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Ïðåäãîâîð

Ó÷åáíîòî ïîìàãàëî å ïðåäíàçíà÷åíî çà ñòóäåíòèòå îò ñïåöèàëíîñò Ïðèëîæíà ìàòå-
ìàòèêà è èíôîðìàòèêà, âòîðè ñåìåñòúð. Òî ìîæå äà ñå èçïîëçâà îò âñåêè, êîéòî æåëàå
äà îáîãàòè çíàíèÿòà ñè â îáëàñòòà íà ìàòåìàòèêàòà è ïðèëîæåíèåòî �è âúâ ôèçèêàòà è
èíæåíåðíèòå íàóêè.

Maple, íàðåä ñ Mathematica, å åäèí îò íàé-ïîïóëÿðíèòå ïðåäñòàâèòåëè íà òàêà íàðå-
÷åíèòå ñèñòåìè çà êîìïþòúðíà àëãåáðà (CAS - computer algebra system). Äðóãè òàêèâà
ñà Axiom, Magma, Sage.

Òîâà, êîåòî ãè õàðàêòåðèçèðà, å èíòåãðèðàíåòî â åäíî íà âúçìîæíîñòè êàòî óäîáåí
ïîòðåáèòåëñêè èíòåðôåéñ, ñèìâîëíè ïðåîáðàçóâàíèÿ, åçèê çà ïðîãðàìèðàíå è èíòåðï-
ðåòàòîð çà íåãî, èç÷èñëåíèÿ ñ ïðîèçâîëíà òî÷íîñò è áîãàòè 2D è 3D ãðàôè÷íè ñðåäñòâà.

Ñúùåñòâóâàò è äðóãè ñîôòóåðíè ïðîäóêòè, íÿêîè îò êîèòî, êàòî MATLAB íàïðè-
ìåð, ñà ìîùíè ñðåäñòâà çà íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ, ñâúðçàíè ñ ìàòåìàòè÷åñêè èç÷èñëåíèÿ,
íî íå ñå âïèñâàò âúâ âñè÷êè èçèñêâàíèÿ íà CAS.

Òîâà, êîåòî îòëè÷àâà Maple îò äðóãè ïðîäóêòè è êîåòî ãî å íàïðàâèëî îñîáåíî ïî-
ïóëÿðåí çà ïðèëàãàíå â îáó÷åíèåòî, å ëåêîòàòà, ñ êîÿòî âñåêè íà÷èíàåù ïîòðåáèòåë
ìîæå äà çàïî÷íå ðàáîòà ñ íåãî. Äîñòàòú÷íè ñà íà÷àëíè ïîçíàíèÿ çà èìåíà, îïåðàòîð çà
ïðèñâîÿâàíå, èçðàçè è ôóíêöèè, ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿ (solve) è ãðàôèêà (plot). Èçê-
ëþ÷èòåëíî äîáðå îôîðìåíàòà help ñèñòåìà íà Maple äàâà âúçìîæíîñò íà ïîòðåáèòåëÿ
ïîñòåïåííî äà íàâëèçà â áîãàòèòå ìó âúçìîæíîñòè.

Ãðàôè÷íèÿò ðåæèì äàâà âúçìîæíîñò çà îíàãëåäÿâàíå íà ãåîìåòðè÷íè îáåêòè: òî÷-
êè, âåêòîðè, êðèâè, ïîâúðõíèíè, ïðåñå÷íèöè íà ïîâúðõíèíè.

Áèáëèîòåêèòå (ïàêåòèòå) çà ðàáîòà ñúñ ñòàòèñòèêà, ôèíàíñè, ñèãíàëè, ñèìóëàöèÿ
íà ñèãíàëè è ìíîãî äðóãè ïðåäîñòàâÿò ñïåöèàëèçèðàíè âúçìîæíîñòè çà ðåøàâàíå íà
çàäà÷è â ïîñî÷åíèòå îáëàñòè.

Êàòî ñå ïðèáàâè è âúçìîæíîñòòà çà âðúçêà ñ íÿêîè àëãîðèòìè÷íè åçèöè çà ïðîãðà-
ìèðàíå (Fortran, C, Visual C#(R), Java(TM), Visual Basic(R) è MATLAB(R)) è ïðîãðà-
ìèðàíåòî ÷ðåç ñðåäñòâàòà íà MAPLE, ìîæå äà ñå îöåíè áîãàòàòà ãàìà îò âúçìîæíîñòè,
êîèòî ñå îòêðèâàò çà èçïîëçâàíåòî íà òîçè ñîôòóåðåí ïðîäóêò çà îáó÷åíèå, íàó÷íè
èçñëåäâàíèÿ è îïèñàíèå íà íàïðàâåíè ïðåñìÿòàíèÿ è ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè.

Ïî âðåìå íà èçïîëçâàíåòî íà MAPLE å äîñòúïíà ïîìîù. Îïèòúò ïîêàçâà, ÷å å ïî-
ëåçíî äà ñå ñúçäàäàò íàâèöè çà ñàìîîáó÷åíèå íà îñíîâàòà íà äîñòàòú÷íî áîãàò îïèò,
ñúäúðæàù ïîçíàíèÿ çà ìàòåìàòè÷åñêèòå äåéñòâèÿ, ãðàôè÷íèòå âúçìîæíîñòè, íàïèñâà-
íåòî íà êîä ñúñ ñðåäñòâàòà íà MAPLE è èçïîëçâàíåòî íà ïðåïðàòêèòå êúì òåìàòè÷íî
ñâúðçàíè âúçìîæíîñòè. Â òîâà ó÷åáíî ïîìàãàëî ñå àêöåíòèðà íà èçó÷àâàíå è èçïîëç-
âàíå íà èçðàçè, áèáëèîòåêè, ôóíêöèè è ïðîöåäóðè â ðàìêèòå íà áèáëèîòåêèòå è äðóãè
âúçìîæíîñòè.
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Óâîä

Çà ïðåäïî÷èòàíå å ïðîó÷âàíåòî íà ïúðâà ãëàâà íà ðúêîâîäñòâîòî äà
ïðåäøåñòâà ÷åòåíåòî íà îñòàíàëèòå ãëàâè, îñîáåíî çà íà÷èíàåùè â MAPLE
è çà ÷èòàòåëèòå, êîèòî æåëàÿò áúðçî äà ïðèäîáèÿò îïèò çà ñàìîñòîÿòåëíà
ðàáîòà. Ïîëåçíî å äà ñå èçïúëíÿâàò ïðåäëîæåíèòå ïðèìåðè â óêàçàíèÿ ðåä,
äà ñå ÷åòàò êîìåíòàðèòå êúì òÿõ è äà ñå ïðîáâàò ñîáñòâåíè ïðèìåðè.

Ïðåïîðú÷âà ñå âñÿêà ñåñèÿ äà çàïî÷âà ñ restart. Àêî èìà îñíîâàíèÿ äà
ñå ñ÷èòà, ÷å ñà îòñòðàíåíè âñè÷êè ãðåøêè, íî âúïðåêè òîâà íå ñå ïîëó÷àâàò
î÷àêâàíèòå ðåçóëòàòè, â ìíîãî ñëó÷àè å äîñòàòú÷íî ñåñèÿòà äà ñå èçïúëíè
îò ïðåäõîæäàù restart.

Èçïîëçâàíåòî íà ïîìîù ïî êîíêðåòåí ïîâîä (íàïðèìåð èìå íà ôóíêöèÿ
èëè áèáëèîòåêà) å íà÷èí äà ñå ðàçøèðÿò ïîçíàíèÿòà è äà ñå îôîðìè ñîáñ-
òâåí ñòèë íà ðàáîòà.

Îñîáåíî âíèìàíèå çàñëóæàâàò âüçìîæíîñòèòå, êîèòî ñîôòóåðíèÿò ïðî-
äóêò ïðåäîñòàâÿ, çà ïðîâåðêà íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè. Êîëêîòî ïî-çàäúë-
áî÷åíà å òåîðåòè÷íàòà ïîäãîòîâêà ïî ìàòåìàòèêà, òîëêîâà ïî-ðàçíîîáðàçíè
ñà íà÷èíèòå çà êîíòðîë íà ðåçóëòàòèòå.

Ïðè ðåøàâàíå íà êîíêðåòíè çàäà÷è ñà èçïîëçâàíè è íåîïèñàíè â Ãëà-
âà 1 âúçìîæíîñòè, ò.å. äî êðàÿ íà ðúêîâîäñòâîòî ñå ïîÿâÿâàò èëþñòðàöèè
íà íîâè òåõíèêè è çíàíèÿ çà MAPLE. Íàëè÷èåòî íà êðàòêè òåîðåòè÷íè
áåëåæêè, íà íåàâòîìàòèçèðàíè ðåøåíèÿ è èçïîëçâàíåòî íà ïîìîù çà íå-
ïîçíàòèòå ïðèëîæåíè ñðåäñòâà îò MAPLE ïðàâè äîñòúïíî è ðàçáèðàåìî
âñÿêî ïðåäëîæåíî ðåøåíèå, áåç äà å íåîáõîäèì ñòðîã ðåä íà ÷åòåíå íà ðú-
êîâîäñòâîòî, êàòî ñå âçåìàò ïðåäâèä ïðåïðàòêèòå.

Ïðèìåðèòå ñà òåñòâàíè íà MAPLE 15.



Ãëàâà 1

Âúâåäåíèå â MAPLE

1.1 Îñíîâíè âúçìîæíîñòè íà MAPLE

Â ðúêîâîäñòâîòî ñå èçïîëçâàò èìåíà íà ïðîìåíëèâè (èäåíòèôèêàòîðè),
êîèòî ñà ïîðåäèöà îò áóêâè è öèôðè. Ñúäúðæàíèåòî íà ïðîìåíëèâà ìîæå
äà áúäå ìàòåìàòè÷åñêà ôîðìóëà, ðåçóëòàò îò ãðàôè÷åí ðåæèì íà ðàáîòà,
ïðîöåäóðà, ëîãè÷åñêè îïåðàòîð è äð.
MAPLE å ÷óâñòâèòåëåí êúì èçïîëçâàíå íà ìàëêè è ãëàâíè áóêâè. Òîâà
å åäíàêâî âàæíî êàêòî ïðè èçïîëçâàíå íà ñòàíäàðòíèòå âúçìîæíîñòè íà
ïðîäóêòà (èìåíà íà êîíñòàíòè, ôóíêöèè, ïàðàìåòðè íà ôóíêöèè, áèáëèî-
òåêè è äð.), òàêà è ïðè äåôèíèðàíå íà èìåíà íà ïðîìåíëèâè, ïðîöåäóðè è
äð. îò ïîòðåáèòåëÿ. Íà êîìàíäíèÿ ðåä íà MAPLE, âåäíàãà ñëåä ïîäñåùà-
ùèÿ ñèìâîë ">"(prompt), ñå èçïèñâàò êîìàíäè, êîèòî ñëåä íàòèñêàíå íà
áóòîíà ENTER ñå èçïúëíÿâàò èëè ñå ïîÿâÿâà ñúîáùåíèå çà ãðåøêà, èëè
ñå èçïúëíÿâàò è ñå ïîÿâÿâà ïðåäóïðåæäåíèå. Àêî ñå íàëàãà ïðåíàñÿíå íà
êîìàíäà íà äðóã ðåä, ñå èçïîëçâà åäíîâðåìåííî íàòèñêàíå íà êëàâèøèòå
SHIFT è ENTER.

> # êîìåíòàð äî êðàÿ íà ðåäà

> restart: # ïðåïîðú÷âà ñå âñÿêà ñåñèÿ äà çàïî÷âà ñ restart

> ?help # ïîìîù

> ?sum # ïîìîù îòíîñíî ôóíêöèÿòà ñ èìå sum

> a:=64; # îïåðàòîðúò çà ïðèñâîÿâàíå å ":="

Âñÿêà êîìàíäà çàâúðøâà ñ òî÷êà è çàïåòàÿ, ';', àêî èñêàìå äà âèäèì âúðõó
åêðàíà ðåçóëòàòèòå, èëè ñ äâå òî÷êè, ':', àêî ïðåäïî÷èòàìå äà ïîòèñíåì
âèçóàëèçàöèÿòà èì.
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8 ÃËÀÂÀ 1. ÂÚÂÅÄÅÍÈÅ Â MAPLE

1.1.1 Êîíñòàíòè è ÷èñëîâè èçðàçè

Ñëåä èçïèñâàíå íà ðåäà

> Alpha; alpha; alfa; Pi; pi;I; i; E; e; exp(1);

è ïîñëåäâàùî èçïúëíåíèå íà evalf íà åêðàíà ñå èçâåæäà ñòîéíîñòòà íà
êîíñòàíòè, ïðîìåíëèâè èëè ÷èñëîâ èçðàç. Ñ Digits ñå çàäàäàâà òî÷íîñòòà,
ñ êîÿòî òîâà ñòàâà. Ïî ïðåìúë÷àâàíå ñòîéíîñòòà íà Digits å 10. Äà ñå
ñðàâíÿò ðåçóëòàòèòå îò ïðèëàãàíå íà evalf :

> Digits:=15; evalf(Pi); evalf(pi);evalf(exp(1));evalf(e);

Ñúäúðæàíèåòî íà Pi å Ëóäîëôîâîòî ÷èñëî �ïè�, äîêàòî pi å èìå íà èäåí-
òèôèêàòîð. Ñòîéíîñòòà íà Íåïåðîâîòî ÷èñëî ñå ïîëó÷àâà êàòî ñòîéíîñò íà
ôóíêöèÿòà ex, êîÿòî â MAPLE ñå çàäàâà ñ exp(x), ïðè x=1.
Àðèòìåòè÷íèòå äåéñòâèÿ ñå îçíà÷àâàò: '+' ñúáèðàíå, '-' èçâàæäàíå, '*'óì-
íîæåíèå, '/' äåëåíèå, '**' èëè '� ' ñòåïåíóâàíå.

> Digits:=20; Pi/2; evalf(%); arctan(1); evalf(%);

# evalf(%) äàâà ÷èñëåíàòà ñòîéíîñò íà ïîñëåäíàòà

ïðîìåíëèâà èëè èçðàç

Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà ÷èñëîâèòå èçðàçè (I å èìàãèíåðíàòà åäèíèöà):

> 12-7*2+22; 2*2*2; 2**3; 2^3; I^2; 4*I**3;

ln(exp(1)); ln(-2); sqrt(-4);

ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:
20, 8, 8, 8, -1, -4I, 1, ln(2)+Iπ, 2I.

1.1.2 Èçðàçè è ôóíêöèè

Ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ïîêàçâàò ðàçëè÷èÿòà ïðè ðàáîòà ñ èçðàçè è ôóíê-
öèè.

Äåôèíèðàíå íà èçðàç è ôóíêöèÿ, ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñò:

> restart;

> izraz:= (2*x+1)*(x^2+x+1)^3; # äåôèíèðàíå íà èçðàç â izraz

> f:=x->(2*x+1)*(x^2+x+1)^3; # äåôèíèðàíå íà ôóíêöèÿ âúâ f

> with(plots):
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> # ÷åðòàíå íà ãðàôèêè íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà

> # Òðèòå ãðàôèêè ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî ïî îöâåòÿâàíåòî.

> plot( (2*x+1)*(x^2+x+1)^3,x=-5..5,colour=red);

> plot(izraz,x=-5..5,color=green);

> plot(f(x),x=-5..5,colour=blue);

> # ÷ðåç èçðàç ñå äåôèíèðà ôóíêöèÿ g

> g:=unapply(izraz, x);

> # ÷ðåç ôóíêöèÿ ñå äåôèíèðà èçðàç

> izraz1:=f(x);

> # ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñò íà èçðàç

> subs(x=0, (2*x+1)*(x^2+x+1)^3 );

> subs(x=0, izraz);

> # ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ

> f(0); f(1);

Íàìèðàíå íà íóëè íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà:

> restart; # íàìèðàíå íà âñè÷êè íóëè íà èçðàç

> solve((2*x+1)*(x^2+x+1)^3=0);

> solve((2*x+1)*(x^2+x+1)^3);

> solve(izraz=0);solve(izraz);

> # íàìèðàíå íà âñè÷êè íóëè íà ôóíêöèÿ

> solve (f(x)=0);solve (f(x));

> # íàìèðàíå íà ðåàëíè íóëè íà èçðàç

> fsolve((2*x+1)*(x^2+x+1)^3=0);

> fsolve((2*x+1)*(x^2+x+1)^3);

> fsolve(izraz=0);fsolve(izraz);

> # íàìèðàíå íà ðåàëíè íóëè íà ôóíêöèÿ

> fsolve (f(x)=0); fsolve (f(x));

> # ðåøàâàíå íà óðàâíåíèå îòíîñíî ðàçëè÷íè ïðîìåíëèâè

> solve(a*x^2+b*x+c,x); solve(a*x^2+b*x+c,a);

solve(a*x^2+b*x+c,b);

Ãðàíèöè íà ôóíêöèè è ðàçâèòèå â ñòåïåíåí ðåä:

> restart:

> limit(sin(x)/x,x=0); # ïîçíàòà ãðàíèöà, èìàùà ñòîéíîñò 1

> # êàòî ãðàíèöà íà èçðàç
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> expr:= sin(x)/x; limit(expr,x=0);

> # êàòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

> f:=x-> sin(x)/x; limit(f(x),x=0);

> # òðè èäåíòè÷íè ðàçâèòèÿ â ñòåïåíåí ðåä â îêîëíîñò íà íóëàòà,

> # êîèòî ïîòâúðæäàâàò íàìåðåíàòà ñ limit ãðàíèöà

> series(sin(x)/x,x=0,5); series(expr,x=0,5);

series(f(x),x=0,5);

> # ãðàíèöà â ïëþñ áåçêðàéíîñò

> limit((2*x^2-4*x+1)/(-3*x^2+2),x=infinity);

> # ïîòâúðæäåíèå íà ðåçóëòàòà ÷ðåç ðàçâèòèå â ñòåïåíåí ðåä

> series((2*x^2-4*x+1)/(-3*x^2+2),x=infinity,6);

Äèôåðåíöèðàíå è èíòåãðèðàíå íà èçðàç è ôóíêöèÿ:

> restart:

> expr:=exp(-x^2); f:=x-> exp(-x^2); # äåôèíèðàíå íà èçðàç è ôóíêöèÿ

> # ïúðâà ïðîèçâîäíà íà èçðàç

> expr1:=diff(expr,x);

> # äèðåêòíî ïðåñìÿòàíå íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà

> expr2:=diff(expr,x,x);

> # ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ å èçðàç

> g1:= diff(f(x),x); # ìîæå äà ñå èçïîëçâà è g1:= D(f)(x)

> f1:=x->-2*x*exp(-x^2);

> # âòîðà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ

> g2:= diff(f(x),x$2);

> f2:= x->(4*x^2-2)*exp(-x^2);

> # ïúðâà ïðîèçâîäíà íà íåÿâíà ôóíêöèÿ

> yprim:=implicitdiff(-4*x+10*(x^2)/y^2=11,y,x);

> xprim:=implicitdiff(-4*x+10*(x^2)/y^2=11,x,y);

> # òåîðåìà çà ïðîèçâîäíà íà ïðàâà è îáðàòíà ôóíêöèÿ

> yprim*xprim;

> ## èíòåãðèðàíå íà èçðàç

> # ïðèìèòèâíà íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà

> int(expr2,x);

> # äâóêðàòíî èíòåãðèðàíå íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà

> int((int(expr2,x)),x);

> # èíòåãðèðàíå íà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà

> int(expr1,x);
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> int(2*a*x+b,x); int(2*a*x+b,a); int(2*a*x+b,b);

int(2*a*x+b,x=0..1);

> ## èíòåãðèðàíå íà ôóíêöèÿ

> # ïðèìèòèâíà íà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà

> F:=int(f1(x),x);

> restart:

# ïëúòíîñò íà ñòàíäàðòíîòî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

> f:=x-> exp(-x^2/2)/(sqrt(2*Pi));

> with(plots):

> plot(f(x),x=-infinity..infinity); # êàìáàíêà íà Ãàóñ

> # åäíî îò ñâîéñòâàòà íà ïîíÿòèåòî ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå:

> # ïëîùòà íà ôèãóðàòà ìåæäó àáñöèñíàòà îñ è ãðàôèêàòà íà

> # ïëúòíîñòòà íà ïðîçâîëíî ðàçïðåäåëåíèå å ðàâíà íà 1

> int(f(x),x=-infinity..infinity); # 1

1.1.3 Ìíîãî÷ëåíè

> restart:

> pol1:=(2*x-1)*(x^2+x+1)^2; # â pol1 èìà ìíîãî÷ëåí îò ïåòà ñòåïåí

> q:=expand(pol1); # ìíîãî÷ëåí êàòî ñóìà íà åäíî÷ëåíè (ìîíîìè)

> sort(q); # ïðèâåäåíèå è ïîäðåæäàíå ïî ñòåïåíèòå íà åäíî÷ëåíèòå

> pol2:=(x+1)^7-x^7-1; # ìíîãî÷ëåí îò øåñòà ñòåïåí

> factor(pol2); # ïðåäñòàâÿíå íà ìíîãî÷ëåí êàòî ïðîèçâåäåíèå

> rf:=(x-3)/pol1; # ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ

> # ïðåäñòàâÿíå íà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ êàòî ñóìà íà

> # åëåìåíòàðíè äðîáè îò ïúðâè è âòîðè âèä

> convert(rf,parfrac,x);

> expand(cos(6*x)); # ðàçâèòèå ïî ñòåïåíèòå íà cos(x)

> # ïðåäñòàâÿíå ÷ðåç cos(kx) è sin(kx), k=1,2,...6

> combine(sin(x)^6,trig);combine(cos(x)^6,trig);

1.1.4 Ãðàôèêè íà ôóíêöèè

Çà äðóãè ãðàôè÷íè âúçìîæíîñòè îñâåí plot å íåîáõîäèì äîñòúï äî áèá-
ëèîòåêà plots. Áèáëèîòåêèòå ñå çàðåæäàò â îïåðàòèâíàòà ïàìåò ÷ðåç with.

> restart: with(plots): #

Àêî íå ñå ïîòèñíå âèçóàëèçàöèÿòà íà ñúîáùåíèÿ, âúðõó åêðàíà ñå
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ïîÿâÿâà ïðåäóïðåæäåíèå çà ïðåäåôèíèðàíå íà îçíà÷åíèÿ â ðàìêèòå íà

áèáëèîòåêà plots.

> # ãðàôèêà íà ÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ íà 1 ïðîìåíëèâà

> plot(sinh(x),x=-10..10);

> # ãðàôèêè íà äâå ÿâíî çàäàäåíè ôóíêöèè íà 1 ïðîìåíëèâà ÷ðåç èçðàçè

> plot([sinh(x),cosh(x)],x=-10..10,color=[red,black]);

> # ãðàôèêà íà ÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ íà 1 ïðîìåíëèâà ÷ðåç ôóíêöèÿ

> f:=x->x^2; plot(f(x),x=-1..1,style=point,color=black);

> # ãðàôèêà íà íåÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ íà 1 ïðîìåíëèâà

> F:=x^2+y^2-1; implicitplot(F=0, x=-2..2,y=-2..2);

> # äåôèíèðàíå íà ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð ÷ðåç ëîãè÷åñêè èçðàç

> f1:=x->piecewise(x < 0, 0, 1);

> # ãðàôèêà íà ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ

> plot (f1,-1..1,discont=true);

> # äåôèíèðàíå íà ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ

> f2:=x->piecewise(x<=2,x^2,x<4,3-x,4);

> # ãðàôèêà íà ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ

> plot (f2,-1..6,discont=true);

> # ãðàôèêà íà ÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ íà 2 ïðîìåíëèâè

> plot3d(exp(-x^2-y^2),x=-2..2,y=-2..2);

> # ãðàôèêà íà íåÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ íà 2 ïðîìåíëèâè

> implicitplot3d(x^2+4*y^2+9*z^2=1,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,

style=point);

> # ñðàâíåòå ðåçóëòàòà ñúñ ñëåäâàùàòà ãðàôèêà

> implicitplot3d(x^2+4*y^2+9*z^2=1,x=-1..1,y=-1/2..1/2,z=-1/3..1/3);

1.1.5 Âåêòîðè è ìàòðèöè

Íåîáõîäèìà å áèáëèîòåêàòà linalg

> restart; with(linalg): # çàðåæäàíå íà áèáëèîòåêà linalg

> # â èäåíòèôèêàòîðà Ì ñå ñúçäàäàâà ìàòðèöà ñ 3 ðåäà è 2 ñòúëáà

> M:=matrix([[1,5],[-3,8],[4,0]]);

> # â èäåíòèôèêàòîðà Ð ñå ñúçäàäàâà ìàòðèöà ñ 2 ðåäà è 4 ñòúëáà

> P:=matrix([[1,1,1,1],[1,1,1,1]]);

> multiply(M,P); # óìíîæàâàíå íà äâå ìàòðèöè

> transpose(M); # ñìÿíà íà ðåäîâå è ñòúëáîâå â ìàòðèöà, òðàíñïîíèðàíå

> A:=matrix([[1,1,1],[3,1,0],[1,-2,-1]]); # êâàäðàòíà ìàòðèöà

> det(A); # ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàíòà íà êâàäðàòíà ìàòðèöà
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> V:=matrix([[1/5],[3/5],[0]]); # âúâ V å ñúçäàäåí âåêòîð-ñòúëá

> linsolve(A,V); # ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íî óðàâíåíèå Àõ= V

> # â èäåíòèôèêàòîðà B ñå ñúçäàäàâà ìàòðèöà ñ 3 ðåäà è 2 ñòúëáà

> B:=matrix([[1/5,1,-1],[3/5,1,-1],[0,0,0]]);

> X:=linsolve(A,B); # ðåøàâàíå íà ìàòðè÷íî óðàâíåíèå Àõ= Â

> multiply(A,X);

Åëåìåíòèòå íà åäíà ìàòðèöà ìîãàò äà ñà èçðàçè, çàâèñåùè îò

ïàðàìåòðè.

> C:=matrix([[a, b^2+c],[a^2+b,c-a]]); C[1,2]; C[1,2]:=10; print(C);

1.1.6 Èçðàçè îò òèï ðåäèöà, ñïèñúê, ìíîæåñòâî

è óðàâíåíèå

> restart;

> sqn1:= 15,4,3,15,6; # â èäåíòèôèêàòîðà sqn1 å çàïèñàíà ðåäèöà

> sqn1[4]; # äîñòúï äî ÷åòâúðòèÿ åëåìåíò îò ðåäèöàòà

> lst:=[]; # â èäåíòèôèêàòîðà lst å çàïàçåí ïðàçåí ñïèñúê

> lst1:=[15,4,3,15,6]; # íåïðàçåí ñïèñúê

> # êúì ñòàðîòî ñúäúðæàíèå íà ñïèñúêà ñå äîáàâÿò 5 åëåìåíòà

> lst2:=[op(lst),sqn1]; # lst1 è lst2 èìàò åäíàêâî ñúäúðæàíèå

> lst2[4]; # äîñòúï äî ÷åòâúðòèÿ åëåìåíò îò ñïèñúêà

> sqn2:=[4,4,3]; lst3:= [sqn1,sqn2]; # êîíêàòåíèðàíå (çàëåïâàíå)

> set1:= {sqn1,sqn2}; # â set1 å çàïèñàíî ìíîæåñòâî

> nops(lst1); # áðîé íà åëåìåíòèòå â ñïèñúêà

> op(2,lst1); # âòîðèÿò åëåìåíò îò ñïèñúêà

> op(2..4,lst1); # îò âòîðè äî ÷åòâúðòè åëåìåíò íà ñïèñúêà

> op(lst1); # âñè÷êè åëåìåíòè íà ñïèñúêà

> op(-1,lst1); # ïîñëåäíèÿò åëåìåíò íà ñïèñúêà

> op(0,lst1); # èíôîðìàöèÿòà â èäåíòèôèêàòîðà lst1 å òèï list

> u:=f(x,y,z);

> op(u); # âðúùà ðåäèöàòà îò îïåðàíäèòå

> eq:= diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x)+y(x)=x*sin(x);

> lhs(eq); # äàâà ëÿâàòà ÷àñò íà óðàâíåíèåòî

> rhs(eq); # äàâà äÿñíàòà ÷àñò íà óðàâíåíèåòî
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1.2 Ïðèìåðè

Çàäà÷à 1. Äà ñå íà÷åðòàÿò ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå

sinc(x) =

{
sinx

x
, x ̸= 0

1, x = 0

è sin
1

x
â ñèìåòðè÷íè îòíîñíî íóëàòà èíòåðâàëè (â ÷àñòíîñò âúðõó öÿëàòà

ïðàâà).

Ñëåäíèÿò êîä èçïîëçâà ïðîöåäóðè çà äåôèíèðàíå íà äâåòå ôóíêöèè. Ãðà-
ôèêèòå ñà ïîêàçàíè íà ÔÈÃÓÐÀ 1.

> restart;

> sinc:=proc(x)

if x<>0 then sin(x)/x else 1 end if;

end proc;

> f:=x->sinc(x);

plot(f,-20..20,legend=`a) sinc(x)`);

> g:=x->piecewise(x<>0,sin(1/x));

plot(g,-4..4,discont=true,legend=`b) sin(1/x)`);

ÔÈÃÓÐÀ 1. Ãðàôèêè íà ôóíêöèè
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Çàäà÷à 2. (Ìàòåìàòè÷åñêî ìàõàëî). Äà ñå íàìåðÿò çàêîíúò íà äâèæåíèå
è ïåðèîäúò T íà ìàòåìàòè÷åñêî ìàõàëî ïðè ìàëêè úãëîâè îòêëîíåíèÿ îò
ðàâíîâåñíîòî ïîëîæåíèå, àêî äúëæèíàòà íà ìàõàëîòî å l.

Ìîäåëèðàíå

Ñèëàòà íà òåæåñòòà P, ïðèëîæåíà â òî÷êàòà M , ñå ðàçëàãà íà ñóìà îò
äâå êîìïîíåíòè: ïî äúëæèíàòà íà íèøêàòà (ðàäèàëíà) N è ïî òàíãåíòà-
òà íà òðàåêòîðèÿòà íà äâèæåíèåòî (òàíãåíöèàëíà) f. N óðàâíîâåñÿâà ñúï-
ðîòèâëåíèåòî íà íèøêàòà. Ñëåäîâàòåëíî ðåçóëòàíòíàòà ñèëà å f. Êîãàòî
úãúëúò φ å ïîëîæèòåëåí, òàíãåíöèàëíàòà êîìïîíåíòà å îòðèöàòåëíà, ñëå-
äîâàòåëíî f = −mg sinφ, êúäåòîm å ìàñàòà íà ìàòåðèàëíàòà òî÷êà â êðàÿ
íà íèøêàòà è g å çåìíîòî óñêîðåíèå. Ïðèëàãà ñå âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí è
ñå ïîëó÷àâà ñëåäíàòà çàäà÷à çà úãúëà íà îòêëîíåíèåòî φ(t) êàòî ôóíêöèÿ
íà âðåìåòî t:

d2φ

dt2
+
g

l
sinφ = 0 (1.2.1)

φ(0) = φ0, φ
′(0) = 0. (1.2.2)

Ïðè ìàëêè úãëîâè îòêëîíåíèÿ ñå ïðàâè ëèíåéíî ïðèáëèæåíèå íà sinφ,
êîåòî âîäè äî ñëåäíèÿ ëèíååí ìîäåë:

d2φ

dt2
+
g

l
φ = 0 (1.2.3)

φ(0) = φ0, φ
′(0) = 0. (1.2.4)

Àíàëèòè÷íî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (1.2.3), (1.2.4)

φ(t) = φ0 cos

√
g

l
t

Ðåøåíèåòî íà (1.2.3), (1.2.4) å ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ ñ àìïëèòóäà φ0 è ïåðèîä

2kπ
√

l
g .

Ðåøåíèå íà (1.2.3) ñ ïîìîùòà íà MAPLE

> assume(g>0,l>0, phi0>0); #g:=9.8;

> eq:=diff(s(t),t,t)+g/l*s(t)=0:

> dsolve(eq,s(t)):
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Îáùîòî ðåøåíèå íà (1.2.1) íå ìîæå äà ñå èçðàçè ÷ðåç ò.íàð. åëåìåíòàðíè
ôóíêöèè. Äà ñðàâíèì äâàòà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëà- ëèíåéíèÿ è íåëèíåé-
íèÿ, êàòî èçïîëçâàìå ÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åíè ñ ïîìîùòà íà MAPLE,
ïðè íà÷àëíè úãëîâè îòêëîíåíèÿ, ðàâíè íà 0,2 è 1. Ãðàôè÷íî ïðåäñòàâåíèòå
ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàò âàëèäíîñòòà íà ëèíåéíèÿ ìîäåë ïðè äîñòàòú÷íî
ìàëêè íà÷àëíè îòêëîíåíèÿ.

Ñðàâíÿâàíå íà äâàòà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëà ñ ïîìîùòà íà MAPLE

> g:=9.8; l:=1; phi0:=.2;

> eq0:=diff(s(t),t,t)+(g /l)*sin(s(t))=0;

eq1:=diff(s(t),t,t)+(g/l)*s(t)=0;

> sn1:=dsolve({eq1,s(0)=phi0,D(s)(0)=0},s(t),numeric);

fig1:=odeplot(sn1,[t,s(t)],0..3,numpoints=60,

style=line, linestyle=1,color=black):

> sn0:=dsolve({eq0,s(0)=phi0,D(s)(0)=0},s(t),numeric);

fig0:=odeplot(sn0,[t,s(t)],0..3,numpoints=60,

style=point, symbol=cross, color=black):

> with(plots): display(fig0,fig1);

Àêî íà÷àëíîòî îòêëîíåíèå å îòíîñèòåëíî ãîëÿìî, òî ñ òå÷åíèå íà âðåìå-
òî ðàçëèêèòå ìåæäó ðåøåíèÿòà íà äâàòà ìîäåëà íàðàñòâàò. Ñ êðúñò÷åòà ñà
ìàðêèðàíè òî÷êèòå îò ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà (1.2.1), (1.2.2) (âèæ ÔÈÃÓÐÀ
2).
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(a) Íà÷àëíî úãëîâî îòêëîíåíèå 0,2 (á) Íà÷àëíî úãëîâî îòêëîíåíèå 1

ÔÈÃÓÐÀ 2. Ñðàâíÿâàíå íà äâàòà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëà îò Ïðèìåð 2



Ãëàâà 2

Ôóíêöèè íà ìíîãî
ïðîìåíëèâè

2.1 Äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî, ãðàíèöè, ïðî-

èçâîäíè.

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Íåêà ìíîæåñòâîòî Df ⊂ Rn. Êàçâàìå, ÷å å äàäåíà
ôóíêöèÿòà f : Df → R, ò.å. z = f(x) = f(x1, x2, . . . , xn), àêî íà âñÿêî x =
(x1, x2, ..., xn) (ò.å. íàðåäåíà n−îðêà îò ðåàëíè ÷èñëà) îò ìíîæåñòâîòî Df

å ñúïîñòàâåíî ïî îïðåäåëåíî ïðàâèëî ðåàëíîòî ÷èñëî z ∈ R. Ìíîæåñòâîòî
Df ñå íàðè÷à äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà, à ìíîæåñòâîòî
Mf ⊂ R, Mf = {z| ∃x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Df , z = f(x)}, å ìíîæåñòâîòî
îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà.

Äåôèíèöèÿ 2.1.2. Êàçâàìå,÷å óðàâíåíèåòî F (z, x1, x2, . . . , xn) = 0 îïðå-
äåëÿ z êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ íà (x1, x2, . . . , xn) è ïèøåì

F (z, x1, x2, . . . , xn) = 0, z = f(x1, x2, . . . , xn).

Â íÿêîè ñëó÷àè îïðåäåëåíèÿòà, ñâîéñòâàòà è òåîðåìèòå ùå ñå ðàçãëåæäàò
çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.

Äåôèíèöèÿ 2.1.3. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà z = f(x, y) èìà ãðàíèöà L â
òî÷êàòà (x0, y0), àêî çà âñÿêà ñõîäÿùà êúì (x0, y0) ðåäèöà îò òî÷êè

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), . . . ,

êîèòî ïðèíàäëåæàò íà Df , ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà

f(x1, y1), f(x2, y2), . . . , f(xn, yn), . . . ,

17
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å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà L.
Â ñèëà ñà òåîðåìè çà àðèòìåòè÷íè äåéñòâèÿ ñ ôóíêöèè íà ìíîãî ïðî-

ìåíëèâè, ïðèòåæàâàùè ãðàíèöè, àíàëîãè÷íè íà òåîðåìèòå çà ôóíêöèè íà
åäíà ïðîìåíëèâà.

Äåôèíèöèÿ 2.1.4. Àêî â Äåôèíèöèÿ 2.1.2 òî÷êàòà M0(x0, y0)ϵDf è å èç-
ïúëíåíî L = f(x0, y0), òî êàçâàìå, ÷å ôóíêêöèÿòà z = f(x, y) å íåïðåêúñ-
íàòà â òî÷êàòà M0(x0, y0).

Äåôèíèöèÿ 2.1.5. Íåêà òî÷êàòà M0(x0, y0) ïðèíàäëåæè íà Df . Àêî ñú-
ùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
,

òî êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà ïðèòåæàâà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà ñïðÿìî x â òî÷-
êàòà (x0, y0) è ïèøåì

∂f(x0, y0)

∂x
= lim

x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0
.

Èçïîëçâàò ñå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ çà ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îò ïúðâè è ïî-
âèñîê ðåä:

f ′x ≡ z′x ≡
∂f(x, y)

∂x
, f ′y ≡ z′y ≡

∂f(x, y)

∂y
,

f ′′xx ≡ z′′xx ≡
∂2f(x, y)

∂x2
, f ′′xy ≡ z′′xy ≡

∂2f(x, y)

∂x∂y
,

f ′′yx ≡ z′′yx ≡
∂2f(x, y)

∂y∂x
, f ′′yy ≡ z′′yy ≡

∂2f(x, y)

∂y2
.

Íåêà
y = f (x1, x2, . . . , xn)

è îò ñâîÿ ñòðàíà
x1 = g1 (t1, t2, . . . , tm) ,
x2 = g2 (t1, t2, . . . , tm) ,

· · · ,
xn = gn (t1, t2, . . . , tm) ,

ò. å. f å ôóíêöèÿ íà íîâèòå ïðîìåíëèâè t1, t2, . . . , tm. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å
âñè÷êè ñïîìåíàòè ôóíêöèè èìàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Òîãàâà
ñà â ñèëà ñëåäíèòå ôîðìóëè çà äèôåðåíöèðàíå íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ:

∂f

∂tk
=

∂f

∂x1

∂g1
∂tk

+
∂f

∂x2

∂g2
∂tk

+ · · ·+ ∂f

∂xn

∂gn
∂tk

, k = 1, 2, . . . ,m. (2.1.1)



2.1. ÄÅÔÈÍÈÖÈÎÍÍÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ. . . 19

Äåôèíèöèÿ 2.1.6. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà z = f(x1, x2, . . . , xn) å õî-
ìîãåííà îò ðåä n, àêî çà âñÿêî t > 0 å èçïúëíåíî f(tx1, tx2, . . . , txn) =
tnf(x1, x2, . . . , xn) çà âñÿêà òî÷êà (x1, x2, . . . , xn) îò ìíîæåñòâîòî Df ⊂ Rn.

Çà âñÿêà õîìîãåííà ôóíêöèÿ îò ðåä n å â ñèëà òúæäåñòâîòî íà Îéëåð

x1
∂z

∂x1
+ x2

∂z

∂x2
+ · · ·+ xn

∂z

∂xn
= nz. (2.1.2)

Çàäà÷à 3. Äà ñå îïðåäåëè è íà÷åðòàå äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíê-
öèÿòà

z =
√

1− x2 − y2 .

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà, àêî ïîäêîðåííàòà âåëè÷èíà å íåîò-
ðèöàòåëíà, ò.å. 1−x2−y2 > 0 èëè x2+y2 ≤ 1. Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî
å çàòâîðåí öåíòðàëåí êðúã (ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî) ñ ðàäèóñ 1, à
ãðàíèöàòà ìó å öåíòðàëíà åäèíè÷íà îêðúæíîñò.

> restart; with(plots):

> # ãðàôèêà íà êîíòóðà ÷ðåç ãðàôèêèòå íà äâå

ÿâíî çàäàäåíè ôóíêöèè

> plot({sqrt(1-x^2),-sqrt(1-x^2)},x=-1..1);

> # ãðàôèêà íà êîíòóðà ÷ðåç ãðàôèêàòà íà

íeÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ

> implicitplot(1-x^2-y^2,x=-1..1,y=-1..1);

> # ãðàôèêà íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî

> with(plottools);

> display(disk([0,0],1,color=green));

Çàäà÷à 4.Äà ñå îïðåäåëè äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà

z =

√
x2 + y2 − x

2x− x2 − y2

è ñå íà÷åðòàå.
Ðåøåíèå: Ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ x2 + y2 − x = 0

2x− x2 − y2 > 0

å ñå÷åíèåòî íà âúíøíîñòòà íà îêðúæíîñòòà (x − 0, 5)2 + y2 = 0, 25 è âúò-
ðåøíîñòòà íà îêðúæíîñòòà (x − 1)2 + y2 = 1 áåç òî÷êèòå âúðõó âòîðàòà
îêðúæíîñò.
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> restart; with(plots): with(plottools):

> # ãðàôèêà íà êîíòóðà

> c1:= circle([1,0],1,color=blue,style=point):

> c2:= circle([1/2,0],1/2,color=red,style=line):

> display(c1,c2);

> #ãðàôèêà íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî

> d1:=disk([1,0],1,color=red):

d2:=disk([1/2,0],1/2,color=white):

> c:=circle([1,0],1,color=white,style=point):

> display({d1,d2,c});

Çàäà÷à 5.Äà ñå íàìåðè è íà÷åðòàå äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíê-
öèÿòà

z =

√
2x− y − 2

x+ y − 1
.

Ðåøåíèå: Ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣ 2x− y − 2 = 0
x+ y − 1 > 0

è ∣∣∣∣ 2x− y − 2 ≤ 0
x+ y − 1 < 0

ìîæå äà ñå íàìåðè è íà÷åðòàå ñ MAPLE

> restart:

> # íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà íà äâåòå ñèñòåìè ëèíåéíè íåðàâåíñòâà

> solve({2*x-y-2 >= 0,x+y-1>0},{x,y});

> solve({2*x-y-2 <= 0,x+y-1<0},{x,y});

> # íà÷åðòàâàíå íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî

> with(plots):

> inequal({2*x-y-2 >= 0,x+y-1>0},x=-3..3,y=-3..3,

optionsexcluded=[color=blue, thickness=2]);

> inequal({2*x-y-2 <= 0,x+y-1<0},x=-3..3,y=-3..3,

optionsexcluded=[color=blue, thickness=2]);

Çàäà÷à 6.Äà ñå îïðåäåëè è íà÷åðòàå äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíê-
öèÿòà

z = arcsin(x+ y + z).
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Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà arcsin å çàòâîðåíèÿò
èíòåðâàë [−1; 1], ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèÿòà íà âåðèãàòà îò íåðàâåíñòâà

−1 ≤ x+ y + z ≤ 1 (2.1.3)

ïðåäñòàâëÿâà èñêàíîòî ìíîæåñòâî. Ãåîìåòðè÷íî ñòàâà âúïðîñ çà òî÷êèòå
ìåæäó äâå ðàâíèíè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî.

> restart;with(plots):

> # ðåøåíèÿ íà âåðèãàòà îò íåðàâåíñòâà

> solve({x+y+z>=-1,x+y+z<=1},{x,y});

> # ãðàíèöà íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî

> implicitplot3d({x+y+z=1,x+y+z=-1},x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2);

Çàäà÷à 7. Äà ñå îïðåäåëè è íà÷åðòàå äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíê-
öèÿòà

u = ln(2x2 + 6y2 + z2 − 6) .

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà ln å oòâîðåíèÿò èí-
òåðâàë (0,+∞), ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà íåðàâåíñòâîòî

2x2 + 6y2 + z2 − 6 > 0

å èñêàíîòî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî. Ãåîìåòðè÷íî òî ñå îïèñâà îò òî÷êèòå,
íå ïðèíàäëåæàùè êàêòî íà âúòðåøíîñòòà íà åëèïñîèäà, òàêà è íà ñàìèÿ
åëèïñîèä ñ äúëæèíè íà ïîëóîñèòå

√
3, 1,

√
6 .

> restart;with(plots):

> # ãðàíèöà íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî

> implicitplot3d(2*x^2+6*y^2+z^2=6,x=-2..2,y=-1..1,z=-3..3);

Çàäà÷à 8. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x2 − y2)2
. Äà ñå ïîêàæå,

÷å ñúùåñòâóâàò ïîñëåäîâàòåëíèòå ãðàíèöè

lim
y→0

(lim
x→0

f(x, y)), lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)) ,

íî íå ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) .

Ðåøåíèå:
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> restart;

> # ïîñëåäîâàòåëíè ãðàíèöè

> f:=x^2*y^2/(x^2*y^2+(x^2-y^2)^2);

> limit(limit(f,{x=0}),{y=0});

> limit(limit(f,{y=0}),{x=0});

> limit(f,{x=0,y=0});

> ## ãðàíèöàòà çàâèñè îò ïúòÿ, ïî êîéòî ñå äîñòèãà äî (0,0)

> fl:=simplify(subs(y=k*x,f));

Çàäà÷à 9. Äà ñå íàìåðè

lim
(x,y)→(0,0)

xy√
xy + 1− 1

.

Ðåøåíèå:

> restart;

> B:= mtaylor(sqrt(x*y+1)-1,{x=0,y=0},8);

> limit(x*y/B,{x=0,y=0});

Ãðàíèöàòà å ðàâíà íà 2.

Çàäà÷à 10. Äà ñå ïîêàæå,÷å

lim
(x,y)→(0,0)

1− cos(x2 + y2)

(x2 + y2)2
=

1

2
.

Ðåøåíèå:

> restart;

> A:=mtaylor(1-cos(x^2+y^2),{x=0,y=0},10);

> limit(A/(x^2+y^2)^2,{x=0,y=0});

Çàäà÷à 11. Äà ñå ïîêàæå,÷å

lim
(x,y)→(0,1)

xy

sin(xy)
= 1 .

Ðåøåíèå:

> restart;

> B :=mtaylor(sin(x*y),{x=0,y=1});

> limit(x*y/B,{x=0,y=1});
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Çàäà÷à 12. Äà ñå ïðîâåðè ðàâåíñòâîòî

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
= 1 .

Ðåøåíèå:

> restart;

> A :=mtaylor(sin(x^2+y^2),{x=0,y=0});

> limit(A/(x^2+y^2),{x=0,y=0});

Çàäà÷à 13. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x, y) =
x+ ey√
x2 + y2

. Äà ñå ïðîâåðè

lim
(x,y)→(1,0)

f(x, y) = f(1, 0) = 2 .

Ðåøåíèå:

> restart;

> A:=mtaylor(x+exp(y),{x=1,y=0});

> B:=mtaylor(sqrt(x^2+y^2),{x=1,y=0});

> limit(A/B,{x=1,y=0});

> subs(x=1,y=0,(x+exp(y))/sqrt(x^2+y^2));

Çàäà÷à 14. Äà ñå ïîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà z = arctg
x+ y

x− y
óäîâëåòâîðÿâà

÷àñòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

∂z

∂x
+
∂z

∂y
=

x− y

x2 + y2
.

Ðåøåíèå: Ïðèëàãà ñå ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ
(2.1.1), çà äà ñå ïðåñìåòíàò ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè:

∂z

∂x
=

1

1 +

(
x+ y

x− y

)2

∂
x+ y

x− y

∂x
=

1

1 +

(
x+ y

x− y

)2

x− y − x− y

(x− y)2
,
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∂z

∂x
=

−2y

(x− y)2 + (x+ y)2
= − y

x2 + y2
,

∂z

∂y
=

1

1 +

(
x+ y

x− y

)2

∂
x+ y

x− y

∂y
=

1

1 +

(
x+ y

x− y

)2

x− y + x+ y

(x− y)2
,

∂z

∂y
=

2x

(x− y)2 + (x+ y)2
=

x

x2 + y2
.

Ñóìàòà íà äâåòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè å ðàâíà íà äÿñíàòà ñòðàíà íà óðàâíå-
íèåòî.

> restart;

> z:=arctan((x+y)/(x-y));

> eq:=diff(z,x)+diff(z,y)=(x-y)/(x^2+y^2);

> L:=simplify(lhs(eq));

> R:=simplify(rhs(eq));

> simplify(L-R);

Çàäà÷à 15. Äà ñå ïðîâåðè òúæäåñòâîòî íà Îéëåð (2.1.2) çà ôóíêöèÿòà

z =
1

(x2 + y2)2
.

Ðåøåíèå:

> restart;

> z:=1/(x^2+y^2)^2;

> simplify(subs(x=t*x,y=t*y,z));

> n:=-4;

> eq:=x*diff(z,x)+y*diff(z,y)=n*z;

> L:=simplify(lhs(eq));

> R:=simplify(rhs(eq));

> simplify(L-R);

Çàäà÷à 16.Äà ñå ïðîâåðè òúæäåñòâîòî íà Îéëåð (2.1.2) çà ôóíêöèÿòà

z = 3
√
x2 + xy + y2 .

Ðåøåíèå:
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> restart;

> z:=(x^2+x*y+y^2)^(1/3);

> subs(x=t*x,y=t*y,z);

> n:=2/3;

> eq:=x*diff(z,x)+y*diff(z,y)=n*z;

> L:=simplify(lhs(eq));

> R:=simplify(rhs(eq));

> simplify(L-R);

Çàäà÷à 17.Äà ñå ïðîâåðè òúæäåñòâîòî íà Îéëåð (2.1.2) çà ôóíêöèÿòà

u =
√
x2 + y2 + z2 ln

y

x
.

Ðåøåíèå:

> restart;

> u:=sqrt(x^2+y^2+z^2)*ln(y/x);

> subs(x=t*x,y=t*y,z=t*z,u);

> n:=1;

> eq:=x*diff(u,x)+y*diff(u,y)+z*diff(u,z)=n*u;

> L:=simplify(lhs(eq));

> R:=simplify(rhs(eq));

> simplify(L-R);

2.2 Ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿ íà äâå

ïðîìåíëèâè

Äåôèíèöèÿ 2.2.1. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà z = f(x, y) èìà ëîêàëåí ìàê-
ñèìóì (ìèíèìóì) â òî÷êàòà (x0, y0), àêî ñúùåñòâóâà êðúãîâà îêîëíîñò
V(δ)(x0, y0) íà òî÷êàòà (x0, y0) ñ ðàäèóñ δ, òàêàâà ÷å çà âñÿêà òî÷êà (x, y) îò
òàçè îêîëíîñò å èçïúëíåíî f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥ f(x0, y0) ).

Äåôèíèöèÿ 2.2.2. Òî÷êè íà âúçìîæåí ëîêàëåí åêñòðåìóì çà ôóíêöè-
ÿòà z = f(x, y) ñå íàðè÷àò òî÷êèòå îò Df , â êîèòî ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèç-
âîäíè ñúùåñòâóâàò è ñå àíóëèðàò (ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè), ò.å. ðåøåíèÿòà
íà ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣

∂f(x, y)

∂x
= 0

∂f(x, y)

∂y
= 0,
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è òåçè, â êîèòî ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íå ñúùåñòâóâàò.
Ñ ∆(x, y) îçíà÷àâàìå ñëåäíàòà äåòåðìèíàíòà îò âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèç-

âîäíè:

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2f(x, y)

∂x2
∂2f(x, y)

∂x∂y
∂2f(x, y)

∂y∂x

∂2f(x, y)

∂y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
Àêî∆(x0, y0) èìà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò â ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà (x0, y0),

òî â òàçè ñòàöèîíàðíà òî÷êà ôóíêöèÿòà z = f(x, y) èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì,

êàòî ïðè
∂2f(x0, y0)

∂x2
< 0 òîé å ìàêñèìóì, à ïðè

∂2f(x0, y0)

∂x2
> 0 å ìèíèìóì.

Àêî ∆(x0, y0) = 0, âúïðîñúò ñúñ ñúùåñòâóâàíåòî íà ëîêàëåí åêñòðåìóì
îñòàâà íåðåøåí. Àêî ∆(x0, y0) < 0, òî â ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà ôóíêöèÿòà f
íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Èíôîðìàöèÿ çà ãðàäèåíò èìà â Ãëàâà 5, âèæ Äåôèíèöèÿ 5.1.5.

Çàäà÷à 18.Äà ñå èçñëåäâà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñëåäíàòà ðåàëíà ôóíêöèÿ
íà äâå ðåàëíè ïðîìåíëèâè : z = (y − x)2(1 − x2 − y2). Äà ñå ïîòâúðäÿò
ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñ gradplot.

Ðåøåíèå: Â èäåíòèôèêàòîðà z ñå çàïèñâà èçðàç, ñúîòâåòñòâàù íà ôóíê-
öèÿòà

> restart; with(plots):

> z:=(y-x)^2*(1-x^2-y^2);

Â zx è zy ñà ïðåñìåòíàòè ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà z(x, y) ïî x
è ïî y

> zx:=factor(diff(z,x)); zy:=factor(diff(z,y));

Ðåøàâà ñå ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ çà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè∣∣∣∣ −2(x− y)(2x2 − xy + y2 − 1) = 0,
2(x− y)(x2 − xy + 2y2 − 1) = 0

Î÷åâèäíî, òî÷êèòå îò úãëîïîëîâÿùàòà íà ïúðâè è âòîðè êâàäðàíò ñà
ñòàöèîíàðíè òî÷êè. ×ðåç solve:

> solve({x-y,x^2-x*y+2*y^2-1},{x,y});

> solve({x-y,2*x^2-x*y+y^2-1},{x,y});

> solve({x^2-x*y+2*y^2-1,2*x^2-x*y+y^2-1},{x,y});
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ñå íàìèðàò ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè.

Òî÷êèòå M

(
1

2
,−1

2

)
, N

(
−1

2
,
1

2

)
è òåçè îò úãëîïîëîâÿùàòà íà ïúð-

âè è òðåòè êâàäðàíò y = x ñà ñòàöèîíàðíè, êàòî òî÷êèòå P

(
1√
2
,
1√
2

)
è

Q

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
, âúïðåêè ÷å ëåæàò íà ïðàâàòà y = x, ùå ñå èçñëåäâàò

îòäåëíî.
Ïðåñìÿòàò ñå âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè è ∆(x, y)

> zxx:=factor(diff(z,x$2)); zxy:=factor(diff(z,x,y));

> zyx:=factor(diff(z,y,x)); zyy:=factor(diff(z,y$2));

> delta:=factor(zxx*zyy-zxy^2);

è ñå ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

∆(x, y) =

∣∣∣∣ 2− 12x2 − 4y2 + 12xy −2 + 6x2 + 6y2 − 8xy
−2 + 6x2 + 6y2 − 8xy 2− 4x2 − 12y2 + 12xy

∣∣∣∣ ,
∆(x, y) = 4(−2 + 3x2 − 18xy + 3y2)(x− y)2.

Â òî÷êàM ñòîéíîñòòà íà∆(x, y) å 16, ñëåäîâàòåëíî â òàçè òî÷êà ôóíêöèÿòà

èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì è òúé êàòî
∂2f(M)

∂x2
= −5 < 0, òîçè åêñòðåìóì å

ìàêñèìóì, ðàâåí íà zmax = z

(
1

2
,−1

2

)
=

1

2
. Íàèñòèíà

> subs(x=1/2,y=-1/2,delta);

> subs(x=1/2,y=-1/2,zxx);

> subs(x=1/2,y=-1/2,z);

Ðåçóëòàòèòå çà òî÷êà N ñà èäåíòè÷íè, ò.å. â òàçè òî÷êà ñúùî èìà ëîêàëåí
ìàêñèìóì ñúñ ñúùàòà ñòîéíîñò:

> subs(x=-1/2,y=1/2,delta);

> subs(x=-1/2,y=1/2,zxx);

> subs(x=-1/2,y=1/2,z);

Âúðõó ïðàâàòà y = x å èçïúëíåíî ∆(x, y) = 0, êîåòî ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç

> subs(x=y,delta);
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Ñëåäîâàòåëíî âúðõó òàçè ïðàâà ñà íåîáõîäèìè äîïúëíèòåëíè èçñëåäâàíèÿ.
Íåêà L(ξ, ξ) å òî÷êà îò ïðàâàòà y = x. Îáðàçóâà ñå íàðàñòâàíåòî

∆z(L) = z(x, y)− z(ξ, ξ) = (y − x)2(1− x2 − y2)

è ñå ðàçãëåæäà çíàêúò íà òàçè ðàçëèêà â òî÷êèòå îò ïðàâàòà y = x.
Íåêà L(ξ, ξ) å òî÷êà îò ïðàâàòà y = x, çà êîÿòî ξ2 + ξ2 < 1, ò.å. òî÷êàòà

ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà öåíòðàëíàòà åäèíè÷íà îêðúæíîñò. Â òîçè
ñëó÷àé ìîæå äà ñå íàìåðè äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà L(ξ, ξ),
êîÿòî èçöÿëî ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà öåíòðàëíàòà åäèíè÷íà îê-
ðúæíîñò è òàì ∆z(L) ≥ 0, ñëåäîâàòåëíî â òî÷êàòà L(ξ, ξ) ôóíêöèÿòà èìà
íåñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì, zmin = z(ξ, ξ) = 0.

Íåêà L(ξ, ξ) å òî÷êà îò ïðàâàòà y = x, çà êîÿòî ξ2 + ξ2 > 1, ò.å. òî÷êàòà
å èçâúí çàòâîðåíèÿ öåíòðàëåí åäèíè÷åí êðúã. Â òîçè ñëó÷àé ìîæå äà ñå
íàìåðè äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà L(ξ, ξ), êîÿòî èçöÿëî ïðè-
íàäëåæè íà âúíøíîñòòà íà öåíòðàëíèÿ åäèíè÷åí êðúã è òàì ∆z(L) ≤ 0,
ñëåäîâàòåëíî â òî÷êàòà L(ξ, ξ) ôóíêöèÿòà èìà íåñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì,
ðàâåí íà íóëà, zmin = z(ξ, ξ) = 0.

Òî÷êèòå P

(
1√
2
,
1√
2

)
è Q

(
− 1√

2
,− 1√

2

)
ëåæàò îñâåí íà ïðàâàòà y = x è

íà öåíòðàëíàòà åäèíè÷íà îêðúæíîñò, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å âúâ âñÿêà òÿõíà
îêîëíîñò ∆z(L) ñè ìåíè çíàêà, ò.å. òåçè äâå òî÷êè ñà ñåäëîâèííè.

Èçïîëçâàìå èíôîðìàöèÿòà îò gradplot, êîÿòî ïîòâúðæäàâà äâàòà ñòðî-
ãè ëîêàëíè ìàêñèìóìà è ïîêàçâà íåñòðîã åêñòðåìóì âúðõó ïðàâàòà y = x
ñúñ ñòîéíîñò íóëà.

> gradplot(z,x=-0.8..0.8,y=-0.8..0.8);

Òðèìåðíàòà ãðàôèêà ( ÔÈÃÓÐÀ 3, (à)) äàâà ïðåäñòàâà çà ïîâåäåíèåòî íà
ôóíêöèÿòà â ïîäìíîæåñòâî îò äåôèíèöèîííîòî �è ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî
òî÷êèòå M è N è ÷àñò îò ïðàâàòà y = x.

> plot3d(z,x=-1..1,y=-1..1);

Çàäà÷à 19.Äà ñå èçñëåäâà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñëåäíàòà ðåàëíà ôóíêöèÿ
íà äâå ðåàëíè ïðîìåíëèâè : z = 1 −

√
x2 + y2, êàòî ñå èçïîëçâàò gradplot

è plot3d ñ îïöèîíåí àðãóìåíò style = contour.

Ðåøåíèå:
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(a)z = (y − x)2(1− x2 − y2) (á) z = 1−
√
x2 + y2

ÔÈÃÓÐÀ 3. ßâíî çàäàäåíè ôóíêöèè

> restart; with(plots):

> z:=1-sqrt(x^2+y^2);

> zx:=factor(diff(z,x)); zy:=factor(diff(z,y));

> solve({zx,zy},{x,y});

> gradplot(z,x=-1..1,y=-1..1);

> plot3d(z,x=-1..1,y=-1..1, style=contour);

Â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà íå
ñúùåñòâóâàò è òàì ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà, ñëåäîâàòåëíî òîâà å òî÷êà íà
âúçìîæåí ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ðàçãëåæäà ñå ðàçëèêàòà z(∆x,∆y) − z(0, 0) = −
√

∆x2 +∆y2, êîÿòî å
îòðèöàòåëíà, ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà èìà ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì, ðàâåí
íà 1, zmax = z(0, 0) = 1. Òîâà ñå ïîòâúðæäàâà îò plot3d ( ÔÈÃÓÐÀ 3, (á))
è gradplot.

Çàäà÷à 20.Äà ñå èçñëåäâà çà åêñòðåìóì ñëåäíàòà ôóíêöèÿ:

u = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z.

Ðåøåíèå:

> restart; with(plots):

> u:=x^2+y^2+z^2+2*x+4*y-6*z;

> ux:=factor(diff(u,x)); uy:=factor(diff(u,y));

uz:=factor(diff(u,z));

> solve({ux,uy,uz},{x,y,z});
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Ôóíêöèÿòà èìà åäíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà M(−1,−2, 3). Òðÿáâà äà ñå èç-
ñëåäâà çíàêúò íà âòîðèÿ äèôåðåíöèàë â òàçè òî÷êà. Ïðåñìÿòàò ñå:

∆1 = u′′xx(M) = 2 > 0,

∆2(M) =

∣∣∣∣ u′′xx(M) u′′xy(M)
u′′yx(M) u′′yy(M)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2 0
0 2

∣∣∣∣ = 4 > 0,

∆3(M) =

∣∣∣∣∣∣
u′′xx(M) u′′xy(M) u′′xz(M)
u′′yx(M) u′′yy(M) u′′yz(M)
u′′zx(M) u′′zy(M) u′′zz(M)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2 0 0
0 2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 8 > 0.

> uxx:=diff(u,x$2);uxy:=diff(u,x,y);uxz:=diff(u,x,z);

> uyx:=diff(u,y,x);uyy:=diff(u,y$2);uyz:=diff(u,y,z);

> uzx:=diff(u,z,x);uzy:=diff(u,z,y);uzz:=diff(u,z$2);

> delta1:=subs(x=-1,y=-2,z=3,uxx);

> with(linalg);

> D2:=matrix([[uxx,uxy],[uyx,uyy]]);

> delta2:=det(D2);

> subs(x=-1,y=-2,z=3,delta2);

> D3:=matrix

([[uxx,uxy,uxz],[uyx,uyy,uyz],[uzx,uzy,uzz]]);

> delta3:=det(D3);

> subs(x=-1,y=-2,z=3,delta3);

> zmin:=subs(x=-1,y=-2,z=3,u);

Ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Ñèëâåñòúð âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ-
òà å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà â òî÷êà M(−1,−2, 3)
è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òàçè òî÷êà, umin =
u(−1,−2, 3) = u(M) = −14.

> with(plots);

> f:=gradplot3d(x^2+y^2+z^2+2*x+4*y-6*z,

x=-2..0,y=-3..-1,z=2..4,grid=[5,5,5]):

> g:=pointplot3d([-1,-2,3],style=point,color=black):

> display(f,g);

Çàäà÷à 21.Äà ñå èçñëåäâà çà åêñòðåìóì ôóíêöèÿòà:

u = sin x+ sin y + sin z − sin(x+ y + z),
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0 < x < π, 0 < y < π, 0 < z < π.

Ðåøåíèå:

> restart; with(plots):

> u:=sin(x)+sin(y)+sin(z)-sin(x+y+z);

> ux:=factor(diff(u,x)); uy:=factor(diff(u,y));

uz:=factor(diff(u,z));

> solve({ux,uy,uz},{x,y,z});

Ôóíêöèÿòà èìà åäíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà M
(π
2
,
π

2
,
π

2

)
. Òðÿáâà äà ñå èçñ-

ëåäâà çíàêúò íà âòîðèÿ äèôåðåíöèàë â òàçè òî÷êà. Ïðåñìÿòàò ñå:

∆1(M) = u′′xx(M) = −2 < 0,

∆2(M) =

∣∣∣∣ u′′xx(M) u′′xy(M)
u′′yx(M) u′′yy(M)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −2 −1
−1 −2

∣∣∣∣ = 3 > 0,

∆3(M) =

∣∣∣∣∣∣
u′′xx(M) u′′xy(M) u′′xz(M)
u′′yx(M) u′′yy(M) u′′yz(M)
u′′zx(M) u′′zy(M) u′′zz(M)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−2 −1 −1
−1 −2 −1
−1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ = −4 < 0.

> uxx:=diff(u,x$2);uxy:=diff(u,x,y);uxz:=diff(u,x,z);

> uyx:=diff(u,y,x);uyy:=diff(u,y$2);uyz:=diff(u,y,z);

> uzx:=diff(u,z,x);uzy:=diff(u,z,y);uzz:=diff(u,z$2);

> delta1:=subs(x=Pi/2,y=Pi/2,z=Pi/2,uxx);

> delta2:=linalg[det]([[uxx,uxy],[uyx,uyy]]);

> subs(x=Pi/2,y=Pi/2,z=Pi/2,delta2);

> delta3:=linalg[det]([[uxx,uxy,uxz],[uyx,uyy,uyz],[uzx,uzy,uzz]]);

> subs(x=Pi/2,y=Pi/2,z=Pi/2,delta3);

> zmin:=subs(x=Pi/2,y=Pi/2,z=Pi/2,u);simplify(zmin);

Ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Ñèëâåñòúð âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà

å îòðèöàòåëíî îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà â òî÷êà M
(π
2
,
π

2
,
π

2

)
è ñëå-

äîâàòåëíî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òàçè òî÷êà, umax = u(M) =

u
(π
2
,
π

2
,
π

2

)
= 4.

> with(plots);

> f:=gradplot3d(sin(x)+sin(y)+sin(z)-sin(x+y+z),

x=0..Pi,y=0..Pi,z=0..Pi,grid=[5,5,5]):

> g:=pointplot3d([Pi/2,Pi/2,Pi/2],style=point,color=black):

> display(f,g);
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2.3 Ëîêàëåí åêñòðåìóì íà íåÿâíî çàäàäåíà

ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà

Äåôèíèöèÿ 2.3.1. Êàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî f(x, y) = 0 îïðåäåëÿ y êàòî
íåÿâíà ôóíêöèÿ íà x è ïèøåì

f(x, y) = 0, y = y(x).

Â ñëó÷àé íà íåÿâíà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè
íà y(x) ñà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f(x, y)

∂x
= 0,

f(x, y) = 0
∂f(x, y)

∂y
̸= 0

è òî÷êèòå îò Df , â êîèòî ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íå ñà äåôèíèðàíè.

Àêî å èçïúëíåíî −f
′′
xx

f ′y
< 0 â ñòàöèîíàðíà òî÷êà, òî íåÿâíî çàäàäåíàòà

ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà ïðèòåæàâà ëîêàëåí ìàêñèìóì èëè ëîêàëåí

ìèíèìóì ïðè −f
′′
xx

f ′y
> 0.

Çàäà÷à 22.Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

x2

4
+
y2

9
= 1,

êîåòî äåôèíèðà y êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ íà x. Äà ñå èçñëåäâà òàçè ôóíêöèÿ
çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ðåøåíèå: Ïðåõâúðëÿò ñå âñè÷êè ÷ëåíîâå íà óðàâíåíèåòî îò ëÿâî è ñå
ïîëó÷àâà

f(x, y) ≡ x2

4
+
y2

9
− 1 = 0.

> restart;

> eq:=x^2/4+y^2/9=1;

> f:=lhs(eq)-rhs(eq);

Íàìèðàò ñå f ′x =
x

2
è f ′y =

2y

9
. Òîãàâà y′ = −

x

2
2y

9

= −9x

4y
.
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> fx:=diff(f,x);fy:=diff(f,y);

> yprim:=-fx/fy;

Ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−9x

4y
= 0,

x2

4
+
y2

9
= 1,

2y

9
̸= 0

èìà äâå ðåøåíèÿ: M(0, 3) è N(0,−3).

> statpoints:=solve({yprim=0,eq,fy<>0},{x,y});

Âòîðàòà ïðîèçâîäíà â ñòàöèîíàðíà òî÷êà å y′′ = −f
′′
xx

f ′y
. Ñòîéíîñòòà �è â

ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà M(0, 3) å ðàâíà íà −3

4
< 0, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å â òàçè

òî÷êà íåÿâíî çàäàäåíàòà ôóíêöèÿ ïðèòåæàâà ëîêàëåí ìàêñèìóì, ðàâåí íà
3. Â òî÷êà N(0,−3) ëîêàëíèÿò åêñòðåìóì å ìèíèìóì, ðàâåí íà −3.

> ysecond:=-diff(f,x$2)/fy;

> subs(x=0,y=3,ysecond);ymax:=3;

> subs(x=0,y=-3,ysecond);ymin:=-3;

Ãðàôèêàòà íà íåÿâíî çàäàäåíàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå íà÷åðòàå ñ åäíîêðàò-
íî îáðúùåíèå êúì áèáëèîòåêàòà plots:

> plots[implicitplot](eq,x=-3..3,y=-4..4);

2.4 Ëîêàëåí åêñòðåìóì íà íåÿâíî çàäàäåíà

ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè

Äåôèíèöèÿ 2.4.1. Êàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî F (x, y, z) = 0 îïðåäåëÿ z
êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ íà x è y è ïèøåì

F (x, y, z) = 0, z = z(x, y).
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Â ñëó÷àé íà íåÿâíî çàäàäåíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè ñòàöèîíàð-
íèòå òî÷êè íà z(x, y) ñà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F (x, y, z)

∂x
= 0,

∂F (x, y, z)

∂y
= 0,

F (x, y, z) = 0,
∂F (x, y, z)

∂z
̸= 0,

è òî÷êèòå îò Df , â êîèòî ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè íå ñà äåôèíèðàíè. Â
òîçè ñëó÷àé äåòåðìèíàíòàòà ∆(x, y) ïðèåìà âèäà

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−F

′′
xx

F ′
z

−
F ′′
xy

F ′
z

−
F ′′
yx

F ′
z

−
F ′′
yy

F ′
z

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Àêî ∆(x, y) å ïîëîæèòåëíà, íåÿâíî çàäàäåíàòà ôóíêöèÿ èìà ëîêàëåí åê-

ñòðåìóì. Ïðè −F
′′
xx

F ′
z

< 0 åêñòðåìóìúò å ìàêñèìóì, à ïðè −F
′′
xx

F ′
z

> 0 å

ìèíèìóì. Àêî ∆(x, y) = 0 ñå ïðàâÿò äîïúëíèòåëíè èçñëåäâàíèÿ. Ïðè
∆(x, y) < 0 ôóíêöèÿòà íÿìà åêñòðåìóì.

Çàäà÷à 23.Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

x2 + y2 + z2 = 2x− 2y + 4z + 10,

êîåòî äåôèíèðà z êàòî íåÿâíà ôóíêöèÿ íà x è y. Äà ñå èçñëåäâà òàçè
ôóíêöèÿ çà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Ðåøåíèå: Ïðåõâúðëÿò ñå âñè÷êè ÷ëåíîâå íà óðàâíåíèåòî îò ëÿâî è ñå
ïîëó÷àâà

F (x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 4z − 10 = 0.

> restart;

> eq:=x^2+y^2+z^2=2*x-2*y+4*z+10;

> F:=lhs(eq)-rhs(eq);
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Ïðåñìÿòàò ñå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà F (x, y, z) è ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèç-
âîäíè íà íåÿâíî çàäàäåíàòà ôóíêöèÿ

z′x = −2x− 2

2z − 4
, z′y = −2y + 2

2z − 4

> Fx:=diff(F,x); Fy:=diff(F,y); Fz:=diff(F,z);

> zprimx:=-Fx/Fz;zprimy:=-Fy/Fz;

Ðåøàâà ñå ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2x− 2

2z − 4
= 0,

−2y + 2

2z − 4
= 0,

x2 + y2 + z2 − 2x+ 2y − 4z − 10 = 0,
2z − 4 ̸= 0

è ñå íàìèðàò äâå ñòàöèîíàðíè òî÷êè M(1,−1,−2) è N(1,−1, 6).

> statpoints:=solve({zprimx=0,zprimy=0,eq,Fz<>0},{x,y,z});

Ìàòðèöàòà îò âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè å∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
− 2

2z − 4
0

0 − 2

2z − 4
,

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

> Fxx:=diff(F,x,x);Fxy:=diff(F,x,y);

> Fyx:=diff(F,y,x);Fyy:=diff(F,y,y);

> M:=linalg[matrix]([[-Fxx/Fz,-Fxy/Fz],[-Fyx/Fz,-Fyy/Fz]]);

> d:=linalg[det](M);

Ïðåñìÿòà ñå äåòåðìèíàíòàòà íà òàçè ìàòðèöà â òî÷êà M(1,−1,−2), ñòîé-

íîñòòà �è å
1

16
> 0, ñëåäîâàòåëíî â òàçè ñòàöèîíàðíà òî÷êà ôóíêöèÿòà èìà

ëîêàëåí åêñòðåìóì. Ñòîéíîñòòà íà âòîðàòà ÷àñòíà ïðîèçâîäíà âM(1,−1,−2)

å z′′xx(1,−1,−2) =
1

4
> 0, ñëåäîâàòåëíî åêñòðåìóìúò å ìèíèìóì, zmin = −2.

> subs(x=1,y=-1,z=-2,M);subs(x=1,y=-1,z=-2,-Fxx/Fz);

Ïðåñìÿòàíèÿòà â ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà N(1,−1, 6) ïîêàçâàò íàëè÷èå íà
ëîêàëåí ìàêñèìóì, zmax = 6.
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> subs(x=1,y=-1,z=6,M);subs(x=1,y=-1,z=6,-Fxx/Fz);

Ãðàôèêàòà íà íåÿâíî çàäàäåíàòà ôóíêöèÿ ñå ÷åðòàå ñ implicitplot3d.

> plots[implicitplot3d](eq,x=-2..2,y=-2..2,z=-3..7);

2.5 Óñëîâåí åêñòðåìóì

Íåêà D ⊂ Rn è ôóíêöèèòå f, φm : D → R (m = 1, 2, . . . , k). Äà îçíà-
÷èì ñ E ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè x ∈ D, â êîèòî äàäåíèòå ôóíêöèè φm ñå
àíóëèðàò, ò.å.

E = {x| φm(x) = 0, m = 1, 2, . . . , k, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D}.

Óðàâíåíèÿòà φm(x) = 0 (m = 1, 2, . . . , k) ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ íà âðúçêèòå.

Äåôèíèöèÿ 2.5.1. Òî÷êàòà x0 ∈ D ñå íàðè÷à òî÷êà íà óñëîâåí åêñòðå-
ìóì íà ôóíêöèÿòà f ïðè óñëîâèå, ÷å ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà âðúçêèòå,
àêî òÿ å òî÷êà íà îáè÷àåí (ëîêàëåí) åêñòðåìóì íà òàçè ôóíêöèÿ, ðàçãëåæ-
äàíà ñàìî âúðõó ìíîæåñòâîòî E, â êîåòî ñà èçïúëíåíè äàäåíèòå óñëîâèÿ.

Ñ äðóãè äóìè, ñòîéíîñòòà f(x0) ñå ñðàâíÿâà íå ñ âñè÷êè ñòîéíîñòè â
îêîëíîñò íà x0, à ñàìî ñ òåçè îò ìíîæåñòâîòî E.

Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà óñëîâåí åêñòðåìóì å ñâúðçàíà ñ èçðàçÿâà-
íå íà ÷àñò îò ïðîìåíëèâèòå ÷ðåç îñòàíàëèòå, íàïð. xn−k+1, . . . , xn ÷ðåç
x1, . . . , xn−k è çàìåñòâàíå âúâ ôóíêöèÿòà f . Îáà÷å, ðàçðåøèìîñòòà â ÿâåí
âèä ìîæå äà ñå îêàæå äîñòàòú÷íî çàòðóäíèòåëíà èëè äàæå íåâúçìîæíà.
Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà ïðèâåæäàìå äðóã íà÷èí íà îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå
íà óñëîâåí åêñòðåìóì, ñâúðçàí ñ äîïúëíèòåëíî âúâåäåíà ôóíêöèÿ.

Èìåííî, çà äà ñå èçñëåäâà çà åêñòðåìóì ôóíêöèÿòà y = f(x1, x2, . . . , xn)
ïðè îãðàíè÷åíèÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . . ,
φk(x1, x2, . . . , xn) = 0.

,

ñå êîíñòðóèðà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ

L(x1, x2, . . . , xn;λ1, λ2, . . . , λk) = f(x1, x2, . . . , xn)+
k∑

m=1

λmφm(x1, x2, . . . , xn),
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êúäåòî ïàðàìåòðèòå λm ,m = 1, 2, . . . , k ñå íàðè÷àò ìíîæèòåëè íà Ëàã-
ðàíæ. Çà ïîëó÷åíàòà ôóíêöèÿ ñå ðåøàâà çàäà÷àòà çà ëîêàëåí åêñòðåìóì,
êàòî ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñà ðåøåíèÿ íà ñëåäíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂L(x1, x2, . . . , xn;λ1, λ2, . . . , λk)

∂x1
= 0,

∂L(x1, x2, . . . , xn;λ1, λ2, . . . , λk)

∂x2
= 0,

. . . ,
∂L(x1, x2, . . . , xn;λ1, λ2, . . . , λk)

∂xn
= 0,

φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0,

. . . ,
φk(x1, x2, . . . , xn) = 0,
λm ̸= 0 ,m = 1, 2, . . . , k.

Âèäúò íà åêñòðåìóìà ñå îïðåäåëÿ îò çíàêà íà âòîðèÿ äèôåðàíöèàë â ñú-
îòâåòíàòà ñòàöèîíàðíà òî÷êà. Ïî-íàäîëó å äàäåíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
ñúùåñòâóâàíå íà óñëîâåí åêñòðåìóì.

Òåîðåìà (ÄÓ çà óñëîâåí åêñòðåìóì). Íåêà D ⊂ Rn è ôóíêöèèòå
f, φm : D → R (m = 1, 2, . . . , k) ñà äâà ïúòè íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè
â D. Àêî òî÷êàòà x0 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà âðúçêèòå è å ñòàöèîíàðíà
òî÷êà çà ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ, è àêî âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà ôóíê-
öèÿòà íà Ëàãðàíæ â òàçè òî÷êà å ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) äåôèíèòíà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà íà ïðîìåíëèâèòå dx1, . . . , dxn, ïðè óñëîâèå, ÷å òå óäîâ-
ëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ

∂φm
∂x1

dx1 + · · ·+ ∂φm
∂xn

dxn = 0, m = 1, . . . k,

òî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ñòðîã óñëîâåí ìèíèìóì (ìàêñèìóì) çà äàäåíàòà
ôóíêöèÿ, îòíîñíî óðàâíåíèÿòà íà âðúçêèòå.

Ïðè òîâà ñëåäâà äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å àêî âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà
ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ ñå îêàæå ïîëîæèòåëíî (îòðèöàòåëíî) îïðåäåëåí è
áåç îò÷èòàíå íà óñëîâèÿòà íà âðúçêèòå â ðàçãëåæäàíàòà òî÷êà, òî òîé ùå
áúäå òàêúâ, ðàçáèðà ñå, è ïðè èçïúëíåíèåòî èì.

Çàäà÷à 24. Äà ñå èçñëåäâà ôóíêöèÿòà u = xy + yz çà óñëîâåí åêñòðåìóì
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ïðè îãðàíè÷åíèÿ

x2 + y2 = 2, (2.5.1)

y + z = 2. (2.5.2)

Ðåøåíèå: Ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ å

L(x, y, z;λ, µ) = xy + yz + λ(x2 + y2 − 2) + µ(y + z − 2).

Ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y + 2λx = 0,
x+ z + 2λy + µ = 0,

y + µ = 0,
x2 + y2 = 2,
y + z = 2,
λ ̸= 0, µ ̸= 0

ñà M

(
1, 1, 1;−1

2
,−1

)
è N

(
−1, 1, 1;

1

2
,−1

)
è ìîãàò äà ñå íàìåðÿò ñúñ

solve

> L:=x*y+y*z+lambda*(x^2+y^2-2)+mu*(y+z-2);

> Lx:=diff(L,x);Ly:=diff(L,y);Lz:=diff(L,z);

Llambda:=diff(L,lambda);Lmu:=diff(L,mu);

> statpoints:=solve({Lx,Ly,Lz,Llambda,Lmu,lambda<>0,mu<>0},

{x,y,z,lambda,mu});

Ìàòðèöàòà îò âòîðèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè å∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2λ 1 0
1 2λ 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ,

êîåòî ïîçâîëÿâà äà ñå íàïèøå âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿòà íà Ëàã-
ðàíæ:

d2L = L′′
xx dx

2 + L′′
yy dy

2 + L′′
zz dz

2 + 2L′′
xy dx dy + 2L′′

xz dx dz + 2L′′
yz dy dz

d2L = 2λ dx2 + 2λ dy2 + 2dx dy + 2dy dz
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Îò óðàâíåíèÿòà íà âðúçêèòå ñå ïîëó÷àâà
2x dx+ 2y dy = 0 è dy + dz = 0.

Â ñòàöèîíàðíàòà òî÷êà M

(
1, 1, 1;−1

2
,−1

)
ñà â ñèëà çàâèñèìîñòèòå:

d2L(M) = −dx2 − dy2 + 2dx dy + 2dy dz, dx+ dy = 0, dy + dz = 0.

Îò ïîñëåäíèòå äâå óðàâíåíèÿ ñå ïîëó÷àâà dx+dz = −2 dy è ñëåäîâàòåëíî

d2L(M) = −dx2 − dy2 + 2(dx+ dz) dy = −dx2 − dy2 − 2 dy2 < 0,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å â òî÷êàòà M

(
1, 1, 1;−1

2
,−1

)
ôóíêöèÿòà u = xy + yz

èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì umax = u(M) = 2. Â òî÷êàòà N

(
−1, 1, 1;

1

2
,−1

)
ñå

ïîëó÷àâà

d2L(M) = dx2 + dy2 + 2(dx+ dz)dy, −dx+ dy = 0, dy + dz = 0.

Îò ïîñëåäíèòå äâå óðàâíåíèÿ ñëåäâà, ÷å dx+ dz = 0 è ñëåäîâàòåëíî

d2L(M) = dx2 dy2 − 2(dx+ dz) dy = dx2 + dy2 > 0,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å â òî÷êàòà N

(
−1, 1, 1;

1

2
,−1

)
ôóíêöèÿòà u = xy + yz

èìà ëîêàëåí ìèíèìóì umin = u(N) = 0.

Çàäà÷à 25.Äà ñå íàìåðÿò óñëîâíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà z = x+ y
ïðè óñëîâèå xy = 1 è ñå âèçóàëèçèðàò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè â îêîëíîñò íà
ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ÷ðåç MultivariateCalculus.

Ðåøåíèå: Ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ íà Ëàãðàíæ å

L(x, y, z;λ) = x+ y + λ(xy − 1).

Òîãàâà ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè ñà M (1, 1;−1) è N (−1,−1; 1) è ñå ïîëó÷àâàò
êàòî ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿòà

λy + 1 = 0, λx+ 1 = 0, xy = 1.

Òúé êàòî L′′
xx = L′′

yy = 0 è L′′
xy = L′′

yx = λ, òî âòîðèÿò äèôåðåíöèàë íà
ôóíêöèÿòà íà Ëàãðàíæ e d2L = 2λdx dy, êîåòî î÷åâèäíî íå å äåôèíèòíà
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êâàäðàòè÷íà ôîðìà â îêîëíîñò íà òî÷êèòå M è N . Íî êîãàòî å èçïúëíåíî
óñëîâèåòî íà âðúçêàòà, èìàìå xdy + ydx = 0, îòêúäåòî â ñòàöèîíàðíèòå
òî÷êè dy + dx = 0, è ñëåäîâàòåëíî d2L = −2λdx2. Òîãàâà çà òî÷êàòà M (ñ
λ = −1) ïðè îò÷èòàíå íà óñëîâèåòî xy = 1 ñå ïîëó÷àâà d2L = 2dx2 ≥ 0,
ò.å. d2L ñå ïðåâðúùà â ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà êîãàòî
ñå èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà âðúçêàòà. Çàòîâà â òî÷êàòà M (1, 1) ôóíêöèÿòà
z = x + y èìà ñòðîã óñëîâåí ìèíèìóì ïðè óñëîâèå, ÷å xy = 1, ïðè êîåòî
zmin = 2. Àíàëîãè÷íî, d2L = −2dx2 ≤ 0 çà òî÷êàòà N (−1,−1), ïîðàäè
êîåòî òÿ å òî÷êà íà ñòðîã óñëîâåí ìàêñèìóì çà òàçè çàäà÷à è zmax = −2.

Â çàêëþ÷åíèå å äàäåí êîäúò çà âèçóàëèçèðàíå íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.

> restart;with(Student[MultivariateCalculus]):

> LagrangeMultipliers(x+y,[x*y-1],[x,y]);

> LagrangeMultipliers(x+y,[x*y-1],[x,y],output=detailed);

> LagrangeMultipliers(x+y,[x*y-1],[x,y],output=plot);

Äà îòáåëåæèì çà ïúëíîòà, ÷å ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà è àêî ñå
òúðñÿò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà ζ = x + 1/x, ïîëó÷åíà ñëåä
çàìåñòâàíåòî íà y = 1/x îò óðàâíåíèåòî íà âðúçêàòà â äàäåíàòà ôóíêöèÿ.

2.6 Çàäà÷è è îòãîâîðè

1. Äà ñå íàìåðè äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèèòå:

1.1. z =
√

1− x2 − y2 + 2x.

1.2. z =
x2y

2x+ y
.

1.3. z = arcsin(x+ y).

1.4. w =
1

√
xy
.

2. Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå, â ñëó÷àé, ÷å ñúùåñòâóâàò:
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2.1. lim
(x,y)→(0,0)

tan(xy)

xy
, 1.

2.2. lim
(x,y)→(0,0)

y

sin(xy)
. Íå ñúùåñòâóâà.

2.3. lim
(x,y)→(0,0)

1−
√
1− xy

xy

1

2
.

3. Äà ñå ïðîâåðè äàëè óðàâíåíèåòî ñå óäîâëåòâîðÿâà îò ïîñî÷å-
íàòà ôóíêöèÿ:

3.1.
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
, z(x, y) = ln(x2 + y2 + 1).

3.2.
x

y

∂z

∂x
+

1

lnx

∂z

∂y
= 2z, z(x, y) = xy.

3.3. 2
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂x∂y
= 0, z(x, y) = 2 cos2

(
y − x

2

)
.

3.4.
∂u

∂x
+
∂u

∂y
+
∂u

∂z
= 1, u(x, y, z) = x+

x− y

y − z
.

4. Èçñëåäâàéòå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñëåäíèòå ðåàëíè ôóíêöèè
íà ìíîãî ðåàëíè ïðîìåíëèâè è ïîòâúðäåòå ðåçóëòàòèòå ñ gradplot
è plot3d:

4.1. z = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2,
zmin,1 = z(1, 1) = −2, zmin,2 = z(−1,−1) = −2.

4.2. z = xy(1− x− y), zmax = z

(
1

3
,
1

3

)
=

1

27
.

4.3. z = x3 − y3 − 3x+ 3y + 2,
zmax = z(−1, 1) = 6, zmin = z(1,−1) = −2.

4.4. u = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z, umin = u(24,−144,−1) = −6913.

5. Äà ñå èçñëåäâàò çà ëîêàëåí åêñòðåìóì ñëåäíèòå íåÿâíî çàäà-
äåíè ôóíêöèè è ðåçóëòàòèòå äà ñå ïîòâúðäÿò ñ implicitplot èëè ñ
implicitplot3d :
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5.1. x3 + y3 = 3xy, y = y(x),

ymax = y( 3
√
2) = 3

√
4.

5.2. y2 − 3y − sinx = 0, y = y(x),

ymax,k = y

(
4k + 1

2
π

)
=

3 +
√
13

2
, ymin,k = y

(
4k − 1

2
π

)
=

3 +
√
5

2
.

5.3. x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x+ 2y + 2z − 2 = 0, z = z(x, y)

zmax = z(−3 +
√
6,−3 +

√
6) = −4 + 2

√
6,

zmin = z(−3−
√
6,−3−

√
6) = −4− 2

√
6.

5.4. 2x2 + 2y2 + z2 + 8xz − 8yz + 8 = 0, z = z(x, y),

zmax = z

(
− 4

15

√
30,

4

15

√
30

)
= − 2

15

√
30,

zmin = z

(
4

15

√
30,− 4

15

√
30

)
=

2

15

√
30.

6. Äà ñå èçñëåäâàò çà óñëîâåí åêñòðåìóì:
6.1. z = xy ïðè îãðàíè÷åíèå 2x+ y = 1,

λ = −1

4
, zmax = z

(
1

4
,
1

2

)
=

1

8
.

6.2. z = x2 + y2 ïðè îãðàíè÷åíèå x− y = 1,

λ = −1, zmin = z

(
1

2
,−1

2

)
=

1

2
.

6.3. u = x2 + y2 + z2 ïðè óñëîâèå
x2

16
+
y2

9
+
z2

4
= 1,

Ïðè λ = −4, umin = u(0, 0,−2) = u(0, 0, 2) = 4,
ïðè λ = −16, umax = u(−4, 0, 0) = u(4, 0, 0) = 16.

6.4. u = xyz ïðè îãðàíè÷åíèÿ x+ y + z = 5, xy + yz + zx = 8,
Ïðè λ = 4, µ = −2, zmin = z(1, 2, 2) = z(2, 1, 2) = z(2, 2, 1) = 4,

ïðè λ =
16

8
, µ = −4

3
, zmax = z

(
7

3
,
4

3
,
4

3

)
=

= z

(
4

3
,
7

3
,
4

3

)
= z

(
4

3
,
4

3
,
7

3

)
=

112

27
.



Ãëàâà 3

Ìíîãîêðàòíè èíòåãðàëè

3.1 Äâîéíè èíòåãðàëè, ïðèëîæåíèå

Äåôèíèöèÿ 3.1.1. Íåêà D å îãðàíè÷åíî ïîäìíîæåñòâî â R2 è ôóíêöèÿ-
òà f(x, y) å äåôèíèðàíà â D. Ñ ïîìîùòà íà ïðàâèòå x = xi, i = 0, 1, . . . , n,
óñïîðåäíè íà îðäèíàòàòà, è ïðàâèòå y = yj, j = 0, 1, . . . ,m, óñïîðåäíè íà
àáñöèñàòà, ìíîæåñòâîòîD ñå ðàçäåëÿ íà êðàåí áðîé ïîäìíîæåñòâà. Îáðàçó-
âà ñå ñóìàòà

∑
i,j f(ξi, ηj)∆xi∆yj, êúäåòî xi ≤ ξi+1 ≤ xi+1, yj ≤ ηj+1 ≤ yj+1.

Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà ñóìàòà ïðè ìàêñèìàëíî ∆xi+1 = xi+1 − xi è
ìàêñèìàëíî ∆yj+1 = yj+1 − yj, êëîíÿùè êúì íóëà, òàçè ãðàíèöà ñå îçíà÷à-
âà
∫∫
D

f(x, y) dx dy è ñå íàðè÷à äâîåí èíòåãðàë îò ôóíêöèÿòà f(x, y) âúðõó

ìîæåñòâîòî D.

Àêî ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å êðèâîëèíååí òðàïåö, ò.å.

D =

{
a ≤ x ≤ b,

φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x),

êúäåòî a, b ∈ R è ôóíêöèèòå φ1(x) è φ2(x) ñà ÷àñòè÷íî íåïðåêúñíàòè ñ
íåñàìîïðåñè÷àùè ñå ãðàôèêè â èíòåðâàëà [a, b], òî äâîéíèÿò èíòåãðàë ñå
ïðåñìÿòà ÷ðåç äâà ïîñëåäîâàòåëíè åäèíè÷íè èíòåãðàëà:

∫∫
D

f(x, y) dx dy =

b∫
a

 φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

 dx ≡
b∫

a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy (3.1.1)

43
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Íåêà α è β ñà ðåàëíè ÷èñëà. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî ñâîéñòâî:∫∫
D

[αf1(x, y) + βf2(x, y)] dx dy = α

∫∫
D

f1(x, y) dx dy + β

∫∫
D

f2(x, y) dx dy.

(3.1.2)
Àêî ìíîæåñòâîòî, âúõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å îáåäèíåíèå íà äâå ìíîæåñ-

òâà, ò.å. D = D1 ∪D2, êîèòî åâåíòóàëíî èìàò îáøè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùè
åäèíñòâåíî íà êîíòóðèòå èì, òî∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫
D1

f(x, y) dx dy +

∫∫
D2

f(x, y) dx dy. (3.1.3)

Àêî ñå èíòåãðèðà âúðõó ïðàâîúãúëíèê

D =

{
a ≤ x ≤ b,
c ≤ y ≤ d,

,

a, b, c, d ∈ R è ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïðîèçâåäåíèå íà äâå ôóíêöèè
íà åäíà ïðîìåíëèâà, f(x, y) = g(x)h(y), òî∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫
D

g(x)h(y) dx dy =

b∫
a

g(x) dx×
d∫
c

h(y) dy. (3.1.4)

Íåêà ôóíêöèèòå x = x(u, v), y = y(u, v) ñà íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðó-

åìè. Oçíà÷àâàìå c J(u, v) =

∣∣∣∣ x′u x′v
y′u y′v

∣∣∣∣ ÿêîáèàíà íà ñìÿíàòà íà ïðîìåíëè-
âèòå. Òîãàâà∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| du dv. (3.1.5)

Ëèöåòî σ íà ãëàäêà ïîâúðõíèíà, çàäàäåíà ÷ðåç óðàâíåíèåòî z = f(x, y),
êîÿòî ñå ïðîåêòèðà åäíîçíà÷íî âúðõó ðàâíèíàòà xOy â äâóìåðíîòî ìíîæåñ-
òâî D, ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

σ =

∫∫
D

√
1 +

(
∂f(x, y)

∂x

)2

+

(
∂f(x, y)

∂y

)2

dx dy. (3.1.6)

Àêî ïîâúðõíèíàòà å çàäàäåíà ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå
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r(u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D,

òî

σ =

∫∫
D

√
EG− F 2 du dv, (3.1.7)

êúäåòî
E = (r′u)

2, F = r′ur
′
v, G = (r′v)

2 (3.1.8)

ñå íàðè÷àò êîåôèöèåíòè íà Ãàóñ.
Îáåìúò íà öèëèíäðè÷íî òÿëî, îãðàíè÷åíî îòäîëó îò ïîâúðõíèíàòà ñ

óðàâíåíèå z = f(x, y) è îãðàíè÷åíî îòãîðå ñ ïîâúðõíèíàòà ñ óðàâíåíèå
z = g(x, y), ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

v =

∫∫
D

[g(x, y)− f(x, y)] dx dy, (3.1.9)

êúäåòî D å äâóìåðíî ìíîæåñòâî â ðàâíèíàòà xOy , â êîåòî òÿëîòî ñå ïðî-
åêòèðà îðòîãîíàëíî.

Çàäà÷à 26. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫
D

(
3xy2 − 4x2y

)
dx dy, êúäåòî D å ïðàâîú-

ãúëíèêúò

D =

{
1 ≤ x ≤ 3
0 ≤ y ≤ 1

.

Ðåøåíèå: Ðåçóëòàòúò íå çàâèñè îò ðåäà íà èíòåãðèðàíå, ò.å.

I =

3∫
1

dx

1∫
0

(3xy2 − 4x2y) dy =

3∫
1

(
3x
y3

3
− 4x2

y2

2

)∣∣∣∣y=1

y=0

dx =

3∫
1

(
x− 2x2

)
dx =

(
x2

2
− 2x3

3

)∣∣∣∣3
1

=
9

2
− 54

3
− 1

2
+

2

3
= −40

3

I =

1∫
0

dy

3∫
1

(3xy2 − 4x2y) dx =

1∫
0

(
3y2

x2

2
− 4y

x3

3

)∣∣∣∣x=3

x=1

dy =

1∫
0

(
12y2 − 104

3
y

)
dy =

(
4y3 − 52

3
y2
)∣∣∣∣1

0

= −40

3
.
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Â ñëó÷àÿ èíòåãðèðàíåòî ìîæå äà ñå èçâúðøè, êàòî ñå èçïîëçâàò ôîðìóëèòå
(3.1.4) è (3.1.2):

I = 3

3∫
1

x dx×
1∫

0

y2 dy − 4

3∫
1

x2 dx×
1∫

0

y dy = −40

3

> restart;

> int(int(3*x*y^2-4*x^2*y,y=0..1),x=1..3);

> int(int(3*x*y^2-4*x^2*y,x=1..3),y=0..1);

> 3*int(x,x=1..3)*int(y^2,y=0..1)-

4*int(x^2,x=1..3)*int(y,y=0..1);

Çàäà÷à 27. Íåêà D å îãðàíè÷åíî ðàâíèííî ìíîæåñòâî, çàäàäåíî ÷ðåç ãðà-
íèöàòà ñè, D ≡ {y = x, y = x+ 2, y = 2, y = 6}. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðà-
ëúò

∫∫
D

(
x2 + y2

)
dx dy. Çàäà÷àòà äà ñå ðåøè ÷ðåç êðèâîëèíåéíè òðàïåöè ñ

îñíîâè óñïîðåäíè íà àáñöèñàòà, ÷ðåç êðèâîëèíåéíè òðàïåöè, óñïîðåäíè íà
îðäèíàòàòà, è äà ñå ñðàâíÿò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.

Ðåøåíèå: Ìíîæåñòâîòî D å óñïîðåäíèê, íà êîéòî äâå îò ñòðàíèòå ñà óñ-
ïîðåäíè íà àáñöèñíàòà îñ. Âúðõîâåòå íà óñïîðåäíèêà ñà òî÷êèòå M(2, 2),
N(6, 6), P (4, 6), Q(0, 2). Ìíîæåñòâîòî ñå îïèñâà ñúñ ñëåäíèÿ êðèâîëèíååí
òðàïåö ñ îñíîâè, óñïîðåäíè íà àáñöèñàòà:

D =

{
2 ≤ y ≤ 6,

y − 2 ≤ x ≤ y,

> restart;with(plots):

> fig1:=implicitplot([y=2,y=6,y=x,y=x+2],x=-1..7,y=-1..7,

color=[red,blue,green,orange]):

> display(fig1);

Ïðåñìÿòàò ñå ïîñëåäîâàòåëíî ñëåäíèòå åäèíè÷íè èíòåãðàëè:

I =

6∫
2

dy

y∫
y−2

(x2 + y2) dx = 224.

> I1:=int(x^2+y^2,x=y-2..y);

> I2:=int(I1,y=2..6);



3.1. ÄÂÎÉÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ, ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 47

Çà äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò ÷ðåç êðèâîëèíåéíè òðàïåöè ñ îñíîâè, óñïî-
ðåäíè íà îðäèíàòàòà, ñå ïðåêàðâàò ïðàâèòå x = 2, x = 4.

> fig2:=implicitplot([x=2,x=4],x=-1..7,y=-1..7,

color=[black,black]):

> display(fig1,fig2);

Òîãàâà D = D1 ∪D2 ∪D3, êúäåòî

D1 =

{
0 ≤ x ≤ 2,

2 ≤ y ≤ x+ 2,
D2 =

{
2 ≤ x ≤ 4,

x ≤ y ≤ x+ 2,
D3 =

{
4 ≤ x ≤ 6,
x ≤ y ≤ 6,∫∫

D1

(x2 + y2) dx dy =

2∫
0

dx

x+2∫
2

dy =
56

3
,

∫∫
D2

(x2 + y2) dx dy =

4∫
2

dx

x+2∫
x

dy = 104,

∫∫
D3

(x2 + y2) dx dy =

6∫
4

dx

6∫
x

dy =
304

3
.

> I1:=int(int(x^2+y^2,y=2..x+2),x=0..2);

> I2:=int(int(x^2+y^2,y=x..x+2),x=2..4);

> I3:=int(int(x^2+y^2,y=x..6),x=4..6);

> I1+I2+I3;

Çàäà÷à 28. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫
D

xy dx dy, êúäåòî D å îãðàíè÷åíîòî ìíî-

æåñòâî îò òî÷êè ìåæäó ïàðàáîëàòà y = x2 è ïðàâàòà y = x+ 2.

Ðåøåíèå: Ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà äâåòå ðàâíèííè êðèâè ñà A(−1; 1) è B(2; 4)
è ìîãàò äà ñå íàìåðÿò ñúñ solve

> restart;solve({y=x^2,y=x+2},{x,y});

> plot({x^2,x+2},x=-2..3);

Ìíîæåñòâîòî D ñå ïðåäñòàâÿ êàòî êðèâîëèíååí òðàïåö, ÷èèòî èçðîäåíè â
òî÷êè îñíîâè ñå ñ÷èòàò óñïîðåäíè íà îðäèíàòàòà:

D =

{
−1 ≤ x ≤ 2

x2 ≤ y ≤ x+ 2
·

Èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ÷ðåç MAPLE:
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> int(int(x*y,y=x^2..x+2),x=-1..2);

è ñå ïîëó÷àâà
45

8
.

Çàäà÷à 29. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫
D

(x + y) dx dy, êúäåòî èíòåãðèðàíåòî ñå

èçâúðøâà ïî îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî, çàäàäåíî ÷ðåç ãðàíèöàòà ñè:

D ≡
{
y2 = 2x, x+ y = 4, x+ y = 12

}
.

Ðåøåíèå: Äâåòå ïðàâè ñà óñïîðåäíè ïîìåæäó ñè è ïðåñè÷àò ïàðàáîëà-
òà, êîÿòî å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî àáñöèñàòà, â òî÷êèòå M1(2, 2), M2(8,−4),
N1(18,−6) è N2(8, 4).

> restart;

> solve({y^2=2*x,x+y=4},{x,y});solve({y^2=2*x,x+y=12},{x,y});

> plot({sqrt(2*x),-sqrt(2*x),4-x,12-x},x=0..19);

Îñíîâèòå íà äâàòà êðèâîëèíåéíè òðàïåöà, íà êîèòî ñå ðàçïàäà D, ñà âúðõó
ïðàâèòå x = 2, x = 8, x = 18, ò.å. D = D1 ∪D2, êúäåòî:

D1 =

{
2 ≤ x ≤ 8

4− x ≤ y ≤
√
2x

, D2 =

{
8 ≤ x ≤ 18

−
√
2x ≤ y ≤ 12− x

,

I =

8∫
2

dx

√
2x∫

4−x

(x+ y) dy +

18∫
8

dx

12−x∫
−
√
2x

(x+ y) dy = 543
11

15
.

Îòãîâîðúò ñå ïîòâúðæäàâà ñ MAPLE:

> int(int(x+y,y=4-x..sqrt(2*x)),x=2..8)+

> int(int(x+y,y=-sqrt(2*x)..12-x),x=8..18);

Çàäà÷à 30. Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îãðàíè÷åíàòà ðàâíèííà ôèãóðà

D ≡ {xy ≥ 1, xy ≤ 2, y ≥ x, y ≤ 4x, x ≥ 0, y ≥ 0} .

Ðåøåíèå: Ïðàâàòà y = x ïðåñè÷à õèïåðáîëèòå xy = 1 è xy = 2 ñúîòâåòíî
â òî÷êèòå M1(1, 1) è M2(

√
2,
√
2). Ïðàâàòà y = 4x ïðåñè÷à õèïåðáîëèòå

ñúîòâåòíî â òî÷êèòå N1

(
1

2
, 2

)
è N2

(
1√
2
,
4√
2

)
.
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> restart;

> solve({x*y=1,y=x},{x,y});solve({x*y=2,y=x},{x,y});

> solve({x*y=1,y=4*x},{x,y});solve({x*y=2,y=4*x},{x,y});

ÌíîæåñòâîòîD ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà êðèâîëèíåéíè òðàïåöè ÷ðåç ïðàâèòå

x =
1

2
, x =

1√
2
, x = 1, x =

√
2 èëè ÷ðåç ïðàâèòå y = 1, y =

√
2, y =

2, y =
4√
2
. Àêî ñå èçáåðå âòîðèÿò âàðèàíò, òðèòå êðèâîëèíåéíè òðàïåöà ñà

( ÔÈÃÓÐÀ 4, (à)):

D1 =

 1 ≤ y ≤
√
2

1

y
≤ x ≤ y

, D2 =


√
2 ≤ y ≤ 2

1

y
≤ x ≤ 2

y

, D3 =


2 ≤ y ≤ 4√

2
y

4
≤ x ≤ 2

y

> plot({1/x,2/x,x,4*x,1,sqrt(2),2,4/sqrt(2)},x=0.25..2);

> int(int(1,x=1/y..y),y=1..sqrt(2))+

int(int(1,x=1/y..2/y),y=sqrt(2)..2)+

int(int(1,x=y/4..2/y),y=2..4/sqrt(2));

Ïëîùòà íà ôèãóðàòà å ln 2.

Çàäà÷à 31. Äà ñå ðåøè çàäà÷à 30 ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå.

Ðåøåíèå: Ïîäõîäÿùà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå å{
u = xy

v =
y

x
,

{
x = u

1
2v−

1
2

y = u
1
2v

1
2

.

ßêîáèàíúò íà ñìÿíàòà å

J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2
u−

1
2v−

1
2 −1

2
u

1
2v−

3
2

1

2
u−

1
2v

1
2

1

2
u

1
2v−

1
2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2v
.

Îáðàçúò íà ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å ïðàâîúãúëíèêúò

D =

{
1 ≤ u ≤ 2
1 ≤ v ≤ 4

,

òîãàâà

s =

∫∫
D

dx dy =

∫∫
D

1

2v
du dv =

2∫
1

du

4∫
1

1

2v
dv =

1

2

2∫
1

ln |v||41 du = ln 2.
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> with(VectorCalculus):

J:=Jacobian([sqrt(u)/sqrt(v),sqrt(u)*sqrt(v)],[u,v]);

> with(linalg):DJ:=det(J);

> int(int(abs(DJ),v=1..4),u=1..2);

Çàäà÷à 32. Äà ñå ïðåñìåòíå∫∫
D

sin
√
x2 + y2dxdy,

êúäåòî D ≡
{
π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2

}
.

Ðåøåíèå: Ïðåõîäúò îò äåêàðòîâè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ñå ïðàâè ÷ðåç
ôîðìóëèòå {

x = r cosφ,
y = r sinφ.

.

Ìàòðèöàòà íà ßêîáè ïðè òàçè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå å

∂(x, y)

∂(u, v)
=

[
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

]
,

äåòåðìèíàíòàòà �è å ðàâíà íà r. Îáðàçúò íà ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå
èíòåãðèðà, å ïðàâîúãúëíèêúò

D ≡
{
π2 ≤ r2 ≤ 4π2

}
èëè

D ≡
{
π ≤ r ≤ 2π,
0 ≤ φ ≤ 2π

}
è

∫∫
D

sin
√
x2 + y2 dx dy =

∫∫
D

sin r |r| dr dφ =

2π∫
0

dφ

2π∫
π

r sin r dr =

−
2π∫
0

dφ

2π∫
π

r d cos r =

2π∫
0

(−r cos r + sin r)|2ππ dφ =

2π∫
0

(−3π) dφ = −6π2.
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(a) Åëåìåíòàðíè ôèãóðè (á) Ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè

ÔÈÃÓÐÀ 4. Ìíîæåñòâà, âúðõó êîèòî ñå èíòåãðèðà

> restart;

> with(VectorCalculus):

J:=Jacobian([r*cos( phi),r* sin(phi)],[r,phi]);

> with(linalg):DJ:=det(J);

> int(int (sin( r)* r,r=Pi..2*Pi),Pi=0..2*Pi);

Çàäà÷à 33. Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà îãðàíè÷åíàòà ðàâíèííà ôèãóðà,
÷èÿòî ãðàíèöà å ëåìíèñêàòà íà Áåðíóëè ( ÔÈÃÓÐÀ 4, (á))

D ≡
{(
x2 + y2

)2
= 2a2xy, a > 0

}
.

Ðåøåíèå: Òàçè êðèâà ìîæå äà ñå íà÷åðòàå ÷ðåç

> restart;with(algcurves):

> a:=1; f:=(x^2+y^2)^2-2*a^2*x*y;

> plot_real_curve(f,x,y,colorOfCurve=red);

Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà íà êðèâàòà îòíîñíî êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî å äîñòà-
òú÷íî äà ñå íàìåðè ïëîùòà â ïúðâè êâàäðàíò è äà ñå óäâîè. Ïðåñìÿòàíèÿòà
ùå ñå íàïðàâÿò â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè. Óðàâíåíèåòî íà ëåìíèñêàòà íà Áåð-
íóëè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè å

D̄ ≡
{
r2 = a2 sin 2φ

}
.

Îãðàíè÷åíîòî äâóìåðíî ìíîæåñòâî â ïúðâè êâàäðàíò, êîåòî òÿ îãðàæäà,
ñå îïðåäåëÿ îò ñëåäíàòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâà:

D̄1 ≡
{
0 ≤ r ≤ a

√
sin 2φ, 0 ≤ φ ≤ π

2

}
.
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Òîãàâà

s

2
=

∫∫
D

dx dy =

∫∫
D

r drdφ =

π

2∫
0

dφ

a
√
sin 2φ∫
0

r dr =

π
2∫

0

r2

2

∣∣∣∣a
√
sin 2φ

0

dφ =
a2

2

π/2∫
0

sin 2φ dφ =
a2

2
,

ñëåäîâàòåëíî ëèöåòî å ðàâíî íà a2.

Çàäà÷à 34. Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà z = xy,
êîÿòî ñå íàìèðà âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäúðà x2 + y2 = 1.

Ðåøåíèå: Ïðåñìÿòàò ñå ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè
∂z

∂x
= y è

∂z

∂y
= x è ñå êîíñ-

òðóèðà äâîéíèÿò èíòåãðàë

σ =

∫∫
D

√
1 + x2 + y2 dx dy, D ≡

{
x2 + y2 ≤ 1

}
.

Â ïîëÿðíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñå èçîáðà-
çÿâà â

√
1 + r2, ÿêîáèàíúò íà ñìÿíàòà å ðàâåí íà r , îáðàçúò íà åäèíè÷íèÿ

öåíòðàëåí êðúã D å ïðàâîúãúëíèêúò

D ≡
{

0 ≤ r ≤ 1,
0 ≤ φ ≤ 2π

}
.

σ =

∫∫
D

√
1 + r2 r dr dφ =

2π∫
0

dφ

1∫
0

r
√

1 + r2 dr =

2π

1∫
0

√
1 + r2 d

r2

2
= π

1∫
0

√
1 + r2 d

(
r2 + 1

)
=

2π

3

(
2
√
2− 1

)
> restart: with(plots):

> implicitplot3d({z=x*y,x^2+y^2=1},x=-1.5..1.5,

y=-1.5..1.5,z=-1..1);

> I1:=int(1,phi=0..2*Pi);I2:=int(r*sqrt(1+r^2),r=0..1);I1*I2;



3.1. ÄÂÎÉÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ, ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 53

Çàäà÷à 35. Äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà íà ñôåðàòà
x2+y2+z2 = a2, êîÿòî ñå íàìèðà âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäúðà x2+y2 =
ax, a > 0 (Çàäà÷à íà Âèâèàíè).

Ðåøåíèå: Ñôåðàòà ñå ïàðàìåòðèçèðà, êàòî çà ïàðàìåòðè ñå ïðèåìàò ïî-
ëÿðíèÿò è òåëåñíèÿò úãúë:

r(ϑ, φ) = a cosφ sinϑi+ a sinφ sinϑj+ a cosϑk, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ϑ ≤ π

r′ϑ = a cosφ cosϑi+ a sinφ cosϑj− a sinϑk

r′φ = −a sinφ sinϑi+ a cosφ sinϑj

Êîåôèöèåíòèòå íà Ãàóñ (3.1.8) ñà

E = a2 cos2 φ cos2 ϑ+ a2 sin2 φ cos2 ϑ+ a2 sin2 ϑ = a2,

F = 0, G = a2 sin2 ϑ,

òîãàâà √
EG− F 2 = a2 sinϑ

(a) Ëèíèÿ íà Âèâèàíè (á) Îðòîãîíàëíà ïðîåêöèÿ â ïúðâè è âòîðè êâàäðàíò

ÔÈÃÓÐÀ 5. Çàäà÷à íà Âèâèàíè

> restart; with(plots):a:=1;

> implicitplot3d({x^2+y^2+z^2=a^2,x^2+y^2=x},

x=-1..1,y=-1..1,z=-1..1);
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Îò ñúîáðàæåíèå çà ñèìåòðèÿ ( ÔÈÃÓÐÀ 5, (à,á)) ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå
åäíà ÷åòâúðò îò òúðñåíîòî ëèöå, êîåòî ñå íàìèðà â ïúðâè îêòàíò. Çà òî÷-
êèòå âúðõó êðèâàòà íà Âèâèàíè (ïðåñå÷íèöàòà íà ñôåðàòà è öèëèíäúðà)

φ+ ϑ =
π

2
. Íàèñòèíà, ñëåä çàìåñòâàíå íà x è y îò ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíå-

íèÿ â óðàâíåíèåòî íà öèëèíäúðà, ñå ïîëó÷àâà sinϑ = cosφ. Çà òúðñåíîòî
ëèöå ñå ïîëó÷àâà

σ = 4

∫∫
D

a2 sinϑ dφ dϑ,

êúäåòî

D ≡

 0 ≤ φ ≤ π

2
,

0 ≤ ϑ ≤ π

2
− φ

 .

> I1:=int(sin(theta),theta=0..Pi/2-phi);

> I2:=int(I1,phi=0..Pi/2);

Îòãîâîð:

σ = 4a2
(π
2
− 1
)

Çàäà÷à 36. Äà ñå ïðåñìåòíå ñ äâîåí èíòåãðàë îáåìúò íà òÿëîòî, äåôèíè-
ðàíî ÷ðåç íåðàâåíñòâàòà:

0 ≤ z ≤ x2 + y2, x2 ≤ y ≤ 1.

Ðåøåíèå:

> restart; with(plots):

> implicitplot3d({z=x^2+y^2,y=x^2,y=0,z=0,x=1,x=-1},

x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2);

v =

∫∫
D

(
x2 + y2 − 0

)
dx dy,

êúäåòî

D ≡
{
x2 ≤ y ≤ 1,
−1 ≤ x ≤ 1

}
.

v =

1∫
−1

dx

1∫
x2

(
x2 + y2

)
dy =

1∫
−1

(
x2y +

y3

3

)∣∣∣∣y=1

y=x2
dx =
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1∫
−1

[
x2
(
1− x2

)
+

(
1− x6

)
3

]
dx =

88

105
.

> I1:=int(x^2+y^2,y=x^2..1);

> I2:=int(I1,x=-1..1);

Çàäà÷à 37. Äà ñå ïðåñìåòíå ñ äâîåí èíòåãðàë îáåìúò íà îãðàíè÷åíîòî òÿëî
ìåæäó ïîâúðõíèíèòå

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2
,

â ïîëóïðîñòðàíñòâîòî z > 0 ïðè ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå
a, b, c.

Ðåøåíèå:

> restart; with(plots):a:=1;b:=1;c:=1;

> implicitplot3d(

{x^2/a^2+y^2/b^2+z^2/c^2=1,x^2/a^2+y^2/b^2=z^2/c^2},

x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2);

v = c

∫∫
D

(√
1− x2

a2
− y2

b2
−
√
x2

a2
+
y2

b2

)
dx dy,

êúäåòî

D ≡
{
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1

2

}
.

Â îáîáùåíè ïîëÿðíè êîîðäèíàòè∣∣ x = ar cosφ, y = br sinφ .

v = abc

2π∫
0

dφ

1√
2∫

0

(√
1− r2 − r

)
r dr

v =
πabc

3

(
2−

√
2
)
.

> I1:=int((sqrt(1-r^2)-r)*r,r=1..1/sqrt(2));

> I2:=int(I1,phi=0..2*Pi);
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3.2 Òðîéíè èíòåãðàëè, ïðèëîæåíèå

Íåêà V å îãðàíè÷åíî â R3 ìíîæåñòâî è ôóíêöèÿòà f(x, y, z) å äåôèíè-
ðàíà âúâ V.

Äåôèíèöèÿ 3.2.1. Ñ ïîìîùòà íà ðàâíèíèòå x = xi, i = 0, 1, . . . , n, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíè íà àáñöèñàòà, ðàâíèíèòå y = yj, j = 0, 1, . . . ,m, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíè íà îðäèíàòàòà, è ðàâíèíèòå z = zk, k = 0, 1, . . . , p, ïåðïåíäèêóëÿðíè
íà àïëèêàòàòà, ìíîæåñòâîòî V ñå ðàçäåëÿ íà êðàåí áðîé ïîäìíîæåñòâà.
Îáðàçóâà ñå ñóìà ∑

i,j,k

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj,∆zk,

êúäåòî xi ≤ ξi+1 ≤ xi+1, yj ≤ ηj+1 ≤ yj+1, zk ≤ ζk+1 ≤ zk+1. Àêî ñúùåñò-
âóâà ãðàíèöàòà íà ñóìàòà ïðè ìàêñèìàëíî ∆xi+1 = xi+1 − xi, ìàêñèìàëíî
∆yj+1 = yj+1−yj è ìàêñèìàëíî ∆zk+1 = zk+1−zk, êëîíÿùè êúì íóëà, òàçè
ãðàíèöà ñå îçíà÷àâà

∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz è ñå íàðè÷à òðîåí èíòåãðàë îò

ôóíêöèÿòà f(x, y, z) âúðõó ìîæåñòâîòî V.

Àêî èíòåãðàöèîííîòî ìíîæåñòâî å åëåìåíòàðíà ôèãóðà, ò.å.

V =

 a ≤ x ≤ b
φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)

ψ1(x, y) ≤ z ≤ ψ2(x, y)
,

òî òðîéíèÿò èíòåãðàë ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç òðè ïîñëåäîâàòåëíè åäèíè÷íè èí-
òåãðàëà:

∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =

b∫
a


φ2(x)∫
φ1(x)

 ψ2(x,y)∫
ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz

 dy

 dx. (3.2.1)

Èçïîëçâà ñå è ñëåäíèÿò åêâèâàëåíòåí çàïèñ:

∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

dy

ψ2(x,y)∫
ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz. (3.2.2)



3.2. ÒÐÎÉÍÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ, ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 57

Íåêà α è β ñà ðåàëíè ÷èñëà. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíîòî ñâîéñòâî:∫∫∫
V

[αf1(x, y, z) + βf2(x, y, z)] dx dy dz =

α

∫∫∫
V

f1 dx dy dz + β

∫∫∫
V

f2 dx dy dz. (3.2.3)

Àêî ìíîæåñòâîòî, âúõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å îáåäèíåíèå íà äâå ìíîæåñ-
òâà, ò.å. V = V1 ∪ V2, êîèòî íÿìàò äðóãè îáøè òî÷êè, îñâåí åâåíòóàëíî
ïðèíàäëåæàùè íà êîíòóðèòå èì, òî∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
V1

f(x, y, z) dx dy dz+

∫∫∫
V2

f(x, y, z) dx dy dz.

(3.2.4)
Àêî ñå èíòåãðèðà âúðõó ïàðàëåëåïèïåä

V =

 a1 ≤ x ≤ a2
b1 ≤ y ≤ b2
c1 ≤ z ≤ c2

,

a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ R è ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïðîèçâåäåíèå íà òðè
ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, f(x, y, z) = g(x)h(y)p(z), òî

∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =

a2∫
a1

g(x) dx×
b2∫
b1

h(y) dy ×
c2∫
c1

p(z) dz. (3.2.5)

Íåêà ôóíêöèèòå x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) ñà íåïðåêúñ-

íàòî äèôåðåíöèðóåìè. Ñ J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
x′u x′v x′w
y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣ îçíà÷àâàìå ÿêîáèàíà
íà ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå. Àêî òîé çàïàçâà çíàêà ñè âúâ V , òî∫∫∫

V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
V

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) |J(u, v, w)| du dv dw, (3.2.6)
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êúäåòî V å îáðàçúò íà V ïðè ñìÿíàòà.

Çàäà÷à 38. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫∫
V

xy dx dy dz, êúäåòî

V ≡ {z ≤ xy, x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0} .

Ðåøåíèå:Ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å çàäàäåíî êàòî ñå÷åíèå
íà ïîëóïðîñòðàíñòâà, îñòàâà äà ñå ïîäðåäè èôîðìàöèÿòà â èñêàíèÿ âèä:

V =

 0 ≤ z ≤ xy
0 ≤ y ≤ 1− x
0 ≤ x ≤ 1

.

Íåðàâåíñòâîòî x ≤ 1 å ñëåäñòâèå îò âåðèãàòà íåðàâåíñòâà 0 ≤ y ≤ 1 − x.
Ìîæå äà ñå íà÷åðòàå ãðàíèöàòà íà òÿëîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà:

> restart; with(plots):

> implicitplot3d({z=x*y,y=1-x,x=1,x=0,y=0,z=0},

x=0..2,y=0..2,z=0..2);

Èçâúðøâàò ñå ïîñëåäîâàòåëíè èíòåãðèðàíèÿ:

I =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

xy∫
0

xy dz =

1∫
0

dx

1−x∫
0

xy z|z=xyz=0 dy =

1∫
0

dx

1−x∫
0

x2y2 dy

I =

1∫
0

x2
y3

3

∣∣∣∣1−x
0

dx =
1

3

1∫
0

x2 (1− x)3 dx =
1

180
,

êîèòî ñå ïðàâÿò è ñ MAPLE

> I1:=int(x*y,z=0..x*y);

> I2:=int(I1,y=0..1-x);

> I3:=int(I2,x=0..1);

Çàäà÷à 39. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫∫
V

y cos (z + x) dx dy dz, êúäåòî

V ≡
{
y =

√
x, x+ z =

π

2
, y = 0, z = 0

}
.
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Ðåøåíèå: Òÿëîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å îïèñàíî ÷ðåç ãðàíèöàòà
ñè. Çà äà ñå èíòåãðèðà âúðõó íåãî, å íåîáõîäèìî òî äà å çàäàäåíî ÷ðåç
ñå÷åíèå íà ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿòà êâàäðàòåí êîðåí å äåôèíèðàíà
ïðè íåîòðèöàòåëíà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà ñè, ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ x. Ãîðíà
ãðàíèöà çà x ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò âòîðîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî V : 0 ≤ x ≤
π

2
− z. Îò âåðèãàòà íåðàâåíñòâà 0 ≤ x ≤ π

2
− z ñëåäâà z ≤ π

2
. Îêîí÷àòåëíî

V =


0 ≤ y ≤

√
x,

0 ≤ x ≤ π

2
− z,

0 ≤ z ≤ π

2
.

> restart; with(plots):

> implicitplot3d({y=sqrt(x),x+z=Pi/2,y=0,z=0},

x=0..2,y=0..2,z=0..2);

Ïîñëåäîâàòåëíî ñå èíòåãðèðà

I =

π

2∫
0

dz

π

2
−z∫

0

dx

√
x∫

0

y cos (z + x) dy =

π

2∫
0

dz

π

2
−z∫

0

cos (z + x)
y2

2

∣∣∣∣y=
√
x

y=0

dx =

1

2

π

2∫
0

dz

π

2
−z∫

0

x cos (z + x) d(x+ z) =
1

2

π

2∫
0

dz

π

2
−z∫

0

x d sin(z + x) =

1

2

π

2∫
0

x sin (z + x)|
x=
π

2
−z

x=0 −

π

2
−z∫

0

sin (z + x) dx

 dz =

1

2

π

2∫
0

(π
2
− z
)
+ cos (z + x)|

x=
π

2
−z

x=0

 dz =
1

2

π

2∫
0

(π
2
− z − cos z

)
dz = −1

2
+
π2

16
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> I1:=int(y*cos(z+x),y=0..sqrt(x));

> I2:=int(I1,x=0..Pi/2-z);

> I3:=int(I2,z=0..Pi/2);

Çàäà÷à 40. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫∫
V

(
x2 + y2

)
dx dy dz, êúäåòî

V ≡
{
x2 + y2 = 2z, z = 2

}
.

Ðåøåíèå: Â ñëó÷àÿ å ïîäõîäÿùî äà ñå ïðåìèíå êúì öèëèíäðè÷íè êîîðäè-
íàòè ñúãëàñíî ôîðìóëèòå çà òðàíñôîðìàöèÿ∣∣∣∣∣∣

x = r cosφ
y = r sinφ
z = z

.

ßêîáèàíúò íà ñìÿíàòà å ðàâåí íà r. Ïðè òàçè ñìÿíà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíê-
öèÿ ñå èçîáðàçÿâà âúâ ôóíêöèÿòà r2, à èíòåãðàöèîííîòî ìíîæåñòâî V � â
ìíîæåñòâîòî

V =
{
r2 = 2z, z = 2

}
.

> restart; with(plots):

> implicitplot3d({x^2+y^2=2.z,z=2},

x=-3..3,y=-3..3,z=0..3);

Èíòåãðèðà ñå âúðõó îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî. Ôîðìàëíî èìà äâå âúçìîæíîñ-

òè: 2 ≤ z ≤ 1

2
r2 èëè

1

2
r2 ≤ z ≤ 2. Ïúðâîòî íåðàâåíñòâî âîäè äî íåîãðàíè÷åí

îòãîðå èíòåðâàë çà r, ò.å. 2 ≤ r, à âòîðîòî � äî îãðàíè÷åí îòãîðå èíòåðâàë
çà r, r ≤ 2, è êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä åñòåñòâåíàòà äîëíà ãðàíèöà çà r, ñå
ïîëó÷àâà 0 ≤ r ≤ 2. Çà ïîëÿðíèÿ úãúë φ íÿìà îãðàíè÷åíèÿ, â òàêúâ ñëó÷àé
ñå âçåìàò åñòåñòâåíèòå ãðàíèöè, â ñëó÷àÿ 0 ≤ φ < 2π. Òîãàâà

V =


1

2
r2 ≤ z ≤ 2

0 ≤ r ≤ 2
0 ≤ φ < 2π

,

I =

∫∫∫
V

r3 dr dφ dz =

2π∫
0

dφ

2∫
0

dr

2∫
r2

2

r3 dz =

2π∫
0

dφ

2∫
0

r3
(
2− r2

2

)
dr =
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2π∫
0

(
2r4

4
− r6

12

)∣∣∣∣r=2

r=0

dφ =
16π

3
.

> I1:=int(r^3,z=r^2/2..2);

> I2:=int(I1,r=0..2);

> I3:=int(I2,phi=0..2*Pi);

Çàäà÷à 41. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫∫
V

(
4x2 + 9y2 + 36z2

)2
dx dy dz, êúäåòî

V ≡
{
x2

9
+
y2

4
+ z2 ≤ 1

}
.

Ðåøåíèå: Ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, èìà çà ãðàíèöà åëèï-
ñîèä, èçïîëçâàò ñå îáîáùåíè ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè:∣∣∣∣∣∣

x = 3r cosφ sinϑ,
y = 2r sinφ sinϑ,

z = r cosϑ.

ßêîáèàíúò íà ñìÿíàòà íà ïðîìåíëèâèòå å J = 6r2 sinϑ. Îáðàçúò íà ïîäèí-
òåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å

f(r, φ, ϑ) =
(
36r2 cos2 φ. sin2 ϑ+ 36r2 sin2 φ sin2 ϑ+ 36r2 cos2 ϑ

)2
=

= 362r4,

à îáðàçúò íà ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, ñúîòâåòíî

V =

 0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ ϑ ≤ π
0 ≤ φ < 2π

,

I =

∫∫∫
V

3626r6 sinϑ dr dφdϑ =
31104π

7
,

> I1:=int(r^6,r=0..1);

> I2:=int(sin(tetha),tetha=0..Pi);

> I3:=int(1,phi=0..2*Pi);

> 36^2*6*I1*I2*I3;
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Çàäà÷à 42. Äà ñå ïðåñìåòíå îáåìúò íà òÿëîòî, çàäàäåíî ÷ðåç

V ≡
{
z ≤ x+ y,

(
x2 + y2

)2
= 2xy, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

}
.

Ðåøåíèå: Îáåìúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç
∫∫∫
V

dx dy dz. Â ñëó÷àÿ ìîæå äà ñå ïðå-

ìèíå êúì öèëèíäðè÷íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà (âèæ çàäà÷à 40), êàòî öåëòà
å äà ñå îïðîñòè ìàêñèìàëíî ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà.

> restart;

> D1:=changecoords(0<z<x+y,[x,y,z],cylindrical,[r,phi,z]);

> D2:=changecoords((x^2+y^2)^2<2*x*y,[x,y,z],

cylindrical,[r,phi,z]);

D2:=simplify(D2,trig);

> D3:=changecoords(0<x,[x,y,z],cylindrical,[r,phi,z]);

> D4:=changecoords(0<y,[x,y,z],cylindrical,[r,phi,z]);

> M,d:=VectorCalculus[Jacobian]([r*cos(phi),r*sin(phi),z],

[r,phi,z],'determinant');

> J:=simplify(d,trig);

V =

 0 ≤ z ≤ r cosφ+ r sinφ,
r4 ≤ 2r2 cosφ sinφ,

0 ≤ r cosφ, 0 ≤ r sinφ
≡


0 ≤ z ≤ r cosφ+ r sinφ,
0 ≤ r ≤

√
2 cosφ sinφ,

0 ≤ φ ≤ π

2
.

v =

π

2∫
0

dφ

√
sin 2φ∫
0

dr

r cosφ+r sinφ∫
0

r dz =

π

2∫
0

dφ

√
sin 2φ∫
0

r2 (cosφ+ sinφ) dr =

1

3

π

2∫
0

(cosφ+ sinφ) sin

3

2 2φ dφ

Ôîðìàëíî ïðèëàãàíå íà MAPLE

> I1:=int(J,z=0..r*cos(phi)+r*sin(phi));

> I2:=int(I1,r=0..sqrt(sin(2*phi)));

> I3:=int(I2,phi=0..Pi/2);
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çà ïðåñìÿòàíå íà îáåìà.
Ðåøåíèåòî ñ ìîëèâ íà ëèñò õàðòèÿ å

I =
1

3

π

2∫
0

[
1− (sinφ− cosφ)2

]3
2 d (sinφ− cosφ)

Àêî ñå ïîëîæè t = sinφ− cosφ, ñå ïîëó÷àâà

v =
1

3

1∫
−1

(
1− t2

)3
2 dt =

2

3

1∫
0

(
1− t2

)3
2 dt.

Ñëåä âòîðà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå t = sin p èíòåãðàëúò ïðèäîáèâà âèäà

v =
2

3

π/2∫
0

cos4 p dp =
π

8
.

Çàäà÷à 43. Äà ñå íàìåðè îáåìúò íà òÿëîòî, çàäàäåíî ÷ðåç

V ≡
{
z = x2 + y2, x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, z = 0

}
.

Ðåøåíèå: Îáåìúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç
∫∫∫
V

dx dy dz. Ïðåìèíàâà ñå â öèëèí-

äðè÷íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà

V =


z = r2

r2 = r cosφ
r2 = 2r cosφ

z = 0

≡


z = r2

r = cosφ
r = 2 cosφ
z = 0

.

Îò r = cosφ ñëåäâà cosφ ≥ 0 èëè −π
2
≤ φ ≤ π

2
. Ñëåäîâàòåëíî,

V =


0 ≤ z ≤ r2,

cosφ ≤ r ≤ 2 cosφ,

−π
2
≤ φ ≤ π

2
.

> I1:=int(r,z=0..r^2);

> I2:=int(I1,r=cos(phi)..2*cos(phi));

> I3:=int(I2,phi=-Pi/2..Pi/2);

Îáåìúò å ðàâåí íà
45π

32
.
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3.3 Çàäà÷è è îòãîâîðè

1. Ïðåñìåòíåòå äâîéíèòå èíòåãðàëè:

1.1
∫∫
D

ye−x dx dy, D ≡
{
x2 ≤ y, x2 + y2 ≤ 2x

}
, 33e−1 − 12.

1.2
∫∫
D

(
x− y2

)
dx dy, D ≡

{
y =

x

3
, x = y2

}
,

81

20
.

1.3
∫∫
D

xy dx dy, D ≡
{
y = x2, x− y + 2 = 0

}
,

45

8
.

1.4
∫∫
D

√
xy dx dy, D ≡

{(
x2

2
+
y2

3

)4

≤ xy√
6

}
,

2
4
√
6
.

1.5
∫∫
D

x dx dy, D ≡
{
x2 + y2 ≤ 2y, x ≥ 0, y ≥ 1

2

}
,

9

16
.

1.6
∫∫
D

(
x2 + y2

)
dx dy, D ≡

{
x2 + y2 − 2y ≤ 0

}
,

3π

2
.

2. Ïðåñìåòíåòå ëèöàòà íà îãðàíè÷åíèòå ðàâíèííè ìíîæåñòâà D :

2.1 D ≡
{
xy = 2, x2 + y2 = 1 , x = 2, y = 3, x ≥ 0, y ≥ 0

}
, s = 4− π

4
.

2.2 D ≡
{
x2 + y2 = 4, x = y2, x = 3

}
s = 4

√
3− 1

3
− π

2
.

2.3 D ≡
{
x2 + y2 = 1, y = −x2 + 4, x = −2

}
, s =

56

3
− π.

2.4 D ≡
{
x2 − 2x+ y2 − 2y ≤ 0, x ≥ 0, y ≥ 0

}
, s = π.

2.5 D ≡
{
y = x2, x+ y ≤ 1, −x+ y ≤ 1

}
, s =

5
√
5− 7

6
.

2.6 D ≡
{
x2 + y2 ≤ 2, xy ≤ 1, x ≤ y2

}
, s = 3, 35.

Óïúòâàíå: èçïîëçâàéòå evalf, çà äà ïîëó÷èòå ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò
íà ëèöåòî â ïîñëåäíàòà çàäà÷à.
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3. Ïðåñìåòíåòå ëèöàòà íà îãðàíè÷åíèòå ðàâíèííè ìíîæåñòâà D,
÷èèòî ãðàíèöè ñà çàòâîðåíèòå êðèâè:

3.1 D ≡
{(
x2 + y2

)2
= 2y2

}
, s =

5π

8
.

3.2 D ≡
{(
x2 + y2

)3
= x4 + y4

}
, s =

3π

4
.

3.3 Áóêëàòà íà Äåêàðòîâèÿ ëèñò, D ≡
{
x3 + y3 = 3axy, a > 0

}
,

s =
3a2

2
.

3.4 D ≡

{(
x2

4
+
y2

9

)2

= x2y

}
, s =

π

2
.

3.5 Àñòðîèäàòà D ≡
{
x2/3 + y2/3 = a2/3

}
(a > 0), s =

3πa2

8
.

Óïúòâàíå. Çà äà íàìåðèòå ëèöåòî â 3.5, èçïîëçâàéòå îáîáùåíàòà ïîëÿð-
íà ñìÿíà x = ρ cos3 φ, y = ρ sin3 φ .

4. Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà:

4.1 z =
√
x2 + y2, ðàçïîëîæåíà âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäúðà(

x2 + y2
)2

= a2
(
x2 − y2

)
, a > 0 , σ =

πa2

2
.

4.2
(
x2 + y2

)
z = x+ y, ïðè 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x > 0, y > 0,

σ =
π

2
√
2

[
3−

√
3

2
+ ln

(√
3

2
+ 1

)]
.

4.3 x2 + y2 + z2 = a2, íàìèðàùà ñå âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäúðà
x2

a2
+
y2

b2
= 1, b ≤ a, σ = 8a2 arcsin

b

a
.

4.4 r(u, v) = u cos vi+ u sin vj+ vk ïðè 0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ v ≤ 2π,

σ = π

(
a
√
1 + a2 +

1

2
ln
(
a+

√
a2 + 1

))
.
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5. Ïðåñìåòíåòå îáåìèòå íà òåëàòà, îãðàíè÷åíè îò ïîâúðõíèíèòå,
÷ðåç äâîåí èíòåãðàë:

5.1 z = xy, x+ y + z = 1, z = 0, v =
17

12
− 2 ln 2.

5.2 y =
√
x, y = 2

√
x, z = 0, x+ z = 6, v =

48

5

√
6.

5.3 z = x2 + y2, z = x+ y, v =
π

8
.

5.4 x2 + y2 − z = 0,
(
x2 + y2

)2
= x2 − y2, v =

π

8
.

6. Äà ñå ïðåñìåòíàò òðîéíèòå èíòåãðàëè:

6.1
∫∫∫
V

xy2z3 dx dy dz, V ≡ {z = xy, y = x, x = 1, z = 0} , 1

164
.

6.2
∫∫∫
V

dx dy dz

(1 + x+ y + z)3
, V ≡ {x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0} ,

2 ln 2− 1

4
.

6.3
∫∫∫
V

√
x2 + y2 dx dy dz, V ≡

{
x2 + y2 = z2, z ≤ 1

}
,

π

2
.

6.4
∫∫∫
V

z2 dx dy dz, V ≡
{
x2 + y2 + z2 ≤ 1, x2 + y2 + z2 ≤ 2z

}
,

59π

480
.

7. Ïðåñìåòíåòå îáåìèòå íà òåëàòà ÷ðåç òðîåí èíòåãðàë:

7.1 z = xy, x+ y + z = 1, z = 0, v =
17

12
− 2 ln 2.

7.2 y =
√
x, y = 2

√
x, z = 0, x+ z = 6, v =

48

5

√
6.

7.3 z = x2 + y2, z = x+ y, v =
π

8
.

7.4 x2 + y2 − z = 0,
(
x2 + y2

)2
= x2 − y2, v =

π

8
.



Ãëàâà 4

Êðèâîëèíåéíè è
ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè

4.1 Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x, y, z) å äåôèíèðàíà âúðõó ãëàäêàòà êðèâà Γ ñ íà-
÷àëíà òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà B. Êðèâàòà ñå ðàçäåëÿ íà äúãè÷êè ñ ïîìîù-
òà íà òî÷êèòå A ≡ A0, A1, . . . , An ≡ B, Ai(xi, yi, zi), è âúðõó âñÿêà äúãè÷êà
ïðîèçâîëíî ñå èçáèðà òî÷êà Mi(ξi, ηi, ζi), â êîÿòî ñå ïðåñìÿòà ñòîéíîñòòà
f(ξi, ηi, ζi) íà ôóíêöèÿòà f . Äúëæèíàòà íà äúãè÷êàòà ñå îçíà÷àâà ñ ∆li.

Äåôèíèöèÿ 4.1.1. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíàòà ñóìà

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆li

ïðè ìàêñèìàëíà äúëæèíà íà äúãè÷êèòå íà äåëåíèå êëîíÿùà êúì íóëà, òî
ãðàíèöàòà íà òàçè ñóìà ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä îò
ôóíêöèÿòà f(x, y, z) âúðõó êðèâàòà Γ è ñå ïèøå

∫
Γ

f(x, y, z)dl = lim
max∆li→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆li.

Àêî èíòåãðàöèîííàòà êðèâà å â ïàðàìåòðè÷åí âèä:

Γ ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t), | t ∈ [t1, t2]} , (4.1.1)

67
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òî êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç åäèíè÷åí îï-
ðåäåëåí èíòåãðàë:∫

Γ

f(x, y, z) dl =

t2∫
t1

f(φ(t), ψ(t), χ(t))
√
φ′2(t) + ψ′2(t) + χ′2(t) dt (4.1.2)

Àäèòèâíîñòèòå íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä ïî îòíîøåíèå
íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ è îòíîñíî èíòåãðàöèîííàòà êðèâà ñëåäâàò îò
(4.1.2).

Ëèöåòî σ íà öèëèíäúð ñ óïðàâèòåëíà ëèíèÿ

C ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = 0, | t ∈ [t1, t2]} ,

êîéòî å îãðàíè÷åí îò ðàâíèíàòà xOy è îò ëèíèÿòà

C∗ ≡ {x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t), | t ∈ [t1, t2]} ,

ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà ∫
C

z dl, (4.1.3)

êúäåòî dl å ëèíåéíèÿò åëåìåíò íà äúãàòà C.
Äúëæèíàòà íà äúãàòà Γ ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë∫

Γ

dl. (4.1.4)

Àêî ρ(x, y, z) å ïëúòíîñòòà íà ìàòåðèàëíàòà êðèâà Γ, òî ìàñàòà m íà òàçè
êðèâà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä:

m =

∫
Γ

ρ(x, y, z)dl.

Öåíòúðúò íà òåæåñòòà G(xG, yG, zG) íà ìàòåðèàëíà êðèâà èìà êîîðäè-
íàòè:

xG =

∫
Γ

xρ(x, y, z) dl∫
Γ

ρ(x, y, z) dl
, yG =

∫
Γ

yρ(x, y, z) dl∫
Γ

ρ(x, y, z) dl
, zG =

∫
Γ

zρ(x, y, z) dl∫
Γ

ρ(x, y, z) dl
. (4.1.5)
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Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä ñå ïðåñìÿòàò ñ PathInt â áèá-
ëèîòåêà V ectorCalculus.

Çàäà÷à 44 . Äà ñå ïðåñìåòíå
∫
Γ

√
y dl, êúäåòî Γ å äúãà îò öèêëîèäàòà

Γ ≡ {x = t− sin t, y = 1− cos t, | t ∈ [0, 2π]} .

Ðåøåíèå: Ïðèëàãà ñå (4.1.2):∫
Γ

√
y dl =

2π∫
0

√
1− cos t

√
(1− cos t)2 + sin2 t dt =

√
2

2π∫
0

(1− cos t) dt,

∫
Γ

√
y dl = 2

√
2π.

Â áèáëèîòåêà VectorCalculus ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïîìîù çà èçïîëçâàíåòî íà
PathInt è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò äà ñå ñðàâíè ñ íàìåðåíèÿ ïî-ãîðå :

> restart:

> ?PathInt

> with(VectorCalculus):

> PathInt(sqrt(y),[x,y]=Path(<t-sin(t),1-cos(t)>,t=0..2*Pi));

Çàäà÷à 45. Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà öèëèíäðè÷íàòà ïîâúðõíèíà ñ óïðàâè-
òåëíà êðèâà x2 + y2 = 1, îãðàíè÷åíà îòäîëó îò ðàâíèíàòà xOy è îòãîðå îò
ïîâúðõíèíàòà z = xy.

Ðåøåíèå: Ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà îêðúæíîñòòà:

C ≡ {x = cos t, y = sin t, | t ∈ [0, 2π]} .

Îò ãðàôèêàòà ñå âèæäà íàëè÷èå íà ñèìåòðèÿ

> with(plots);

> implicitplot3d({z=0,z=x*y,x^2+y^2=1},x=-2..2,y=-2..3,z=0..2);,

êîÿòî ñå èçïîëçâà ïðè ïðåñìÿòàíèÿòà ïî ôîðìóëà (4.1.3) :

σ =

∫
C

z ds = 2

π

2∫
0

cos t sin t
√

(− sin t)2 + (cos t)2 dt =

π

2∫
0

sin 2t dt = 1
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> restart:

> with(VectorCalculus):

>2* PathInt(x*y,[x,y]=Path(<cos(t),sin(t)>,t=0..Pi/2));

Çàäà÷à 46. Ñ ïîìîùòà íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä äà ñå íàìåðè
äúëæèíàòà íà àñòðîèäàòà

C ≡
{
x = a cos3 t, y = a sin3 t, | t ∈ [0, 2π]

}
, a > 0.

Ðåøåíèå: Îò ãðàôèêàòà íà àñòðîèäàòà ïîðàäè ñèìåòðèÿ

> restart:with(plots):

> plot([sin(t)^3,cos(t)^3, t =0..2*Pi]);

å äîñòàòú÷íî äà ñå ñìåòíå äúëæèíàòà íà êëîíà íà êðèâàòà â ïúðâè êâàä-
ðàíò ïî ôîðìóëà (4.1.4) è äà ñå óìíîæè ïî 4:

l =

∫
C

dl = 4

π

2∫
0

√
(−3a cos2 t sin t)2 + (3a sin2 t cos t)2 dt =

4

π

2∫
0

3a

2
sin 2t dt = 6a.

> restart:

> with(VectorCalculus):assume(a>0);

> PathInt(1,[x,y]=Path(<a*(cos(t))^3,a*(sin(t))^3>,t=0..2*Pi));

Çàäà÷à 47. Äàäåíà å ìàòåðèàëíà îòñå÷êà, ñâúðçâàùà òî÷êàM(1, 0) ñ òî÷êà
N(2, 3). Ïëúòíîñòòà âúâ âñÿêà òî÷êà å ðàâíà íà x2 + y2. Äà ñå íàìåðÿò
êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà íà îòñå÷êàòà.

Ðåøåíèå: Êðèâàòà å ðàâíèííà. Èçïîëçâàò ñå ôîðìóëè (4.1.5) â äâóìåðíèÿ
ñëó÷àé. Ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà îòñå÷êàòà ñà:

MN ≡ {x = 1 + t, y = 3t, | t ∈ [0, 1]} ,
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ëèíåéíèÿò åëåìåíò â òçè ñëó÷àé å

dl =
√

(1 + t)′2 + (3t)′2 dt =
√
10.

Ìàñàòà íà ìàòåðèàëíàòà îòñå÷êà å

m =

1∫
0

(1 + 2t+ t2 + 9t2)
√
10 dt =

16
√
10

3
.

Ïðåñìÿòàò ñå ìîìåíòèòå îò ïúðâè ðåä:

1∫
0

(1 + t)(1 + 2t+ t2 + 9t2)
√
10 dt = 9

√
10,

1∫
0

3t(1 + 2t+ t2 + 9t2)
√
10 dt = 11

√
10,

îòêúäåòî ñå ïîëó÷àâàò êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà:

x
G
=

27
√
10

16
√
10

=
27

16
,

y
G
=

33
√
10

16
√
10

=
33

16
.

4.2 Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä

Íåêà ôóíêöèèòå P (x, y, z), Q(x, y, z) è R(x, y, z) ñà äåôèíèðàíè âúðõó
ãëàäêàòà êðèâà Γ ñ íà÷àëíà òî÷êà A è êðàéíà òî÷êà B. Êðèâàòà ñå ðàçäåëÿ
íà äúãè÷êè ñ ïîìîùòà íà òî÷êèòå A ≡ A0, A1, . . . , An ≡ B, Ai(xi, yi, zi), è
âúðõó âñÿêà äúãè÷êà ïðîèçâîëíî ñå èçáèðà òî÷êà Mi(ξi, ηi, ζi), â êîÿòî ñå
ïðåñìÿòàò ñòîéíîñòèòå P (ξi, ηi, ζi), Q(ξi, ηi, ζi), R(ξi, ηi, ζi) íà ôóíêöèèòå P ,
Q, R. Äúëæèíàòà íà äúãè÷êàòà ñå îçíà÷àâà ñ ∆li. Èçïîëçâàò ñå è îçíà÷å-
íèÿòà: ∆xi = xi − xi−1,∆yi = yi − yi−1,∆zi = zi − zi−1, i = 1, 2, · · · , n.

Äåôèíèöèÿ 4.2.1. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíàòà ñóìà

n∑
i=1

(P (ξi, ηi, ζi)∆xi +Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +R(ξi, ηi, ζi)∆zi)
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ïðè ìàêñèìàëíà äúëæèíà íà äúãè÷êèòå íà äåëåíèå êëîíÿùà êúì íóëà, òî
ãðàíèöàòà íà òàçè ñóìà ñå íàðè÷à êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä îò
âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ F(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k âúðõó
êðèâàòà Γ. Îçíà÷àâà ñå∫

Γ

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz (4.2.1)

è ñå ïèøå ∫
Γ

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

lim
max∆li→0

n∑
i=1

(P (ξi, ηi, ζi)∆xi +Q(ξi, ηi, ζi)∆yi +R(ξi, ηi, ζi)∆zi) .

Àêî êðèâàòà å â ïàðàìåòðè÷åí âèä (4.1.1), òî êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë
ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç îïðåäåëåí èíòåãðàë ñúãëàñíî ôîðìóëàòà

∫
Γ

P dx+Q dy +R dz =

t2∫
t1

{
Pφ′ +Qψ′ +Rχ′} dt, (4.2.2)

êúäåòî
P (t) = P [φ(t), ψ(t), χ(t)] , Q(t) = Q [φ(t), ψ(t), χ(t)] ,

R(t) = P [φ(t), ψ(t), χ(t)] .

Ïðè ñìÿíà íà ïîñîêàòà íà îáõîæäàíå íà êðèâàòà, ïî êîÿòî ñå èíòåãðèðà,
çíàêúò íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë ñå ïðîìåíÿ, ò.å.∫

Γ

P dx+Q dy +R dz = −
∫
Γ−

P dx+Q dy +R dz (4.2.3)

Ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä å ðàáîòàòà,
êîÿòî ñèëàòà

F(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

èçâúðøâà çà ïðåìåñòâàíå ïî êðèâîëèíååí ïúò îò íà÷àëíàòà äî êðàéíàòà
ìó òî÷êà.
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Êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä ïî çàòâîðåíà êðèâà ñå îçíà÷àâà∮
Γ

P dx+Q dy +R dz.

Àêî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å ïúëåí äèôåðåíöèàë, ò. å. ñúùåñòâóâà åä-
íîçíà÷íà è äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ U â åäíîñâúðçàíî ìíîæåñòâî D, â
êîÿòî (óñëîâèåòî çà åäíîñâúðçàíîñò å ñúùåñòâåíî è íå ìîæå äà ñå ïðîïóñ-
êà)

∂U

∂x
= P,

∂U

∂y
= Q,

∂U

∂z
= R, (4.2.4)

òî ñòîéíîñòòà íà (4.2.1) íå çàâèñè îò ïúòÿ íà èíòåãðèðàíå, à ñàìî îò íà÷àë-
íàòà è êðàéíàòà òî÷êà íà èíòåãðèðàíå. Àêî êðèâàòà, ïî êîÿòî ñå èíòåãðèðà,
å çàòâîðåíà, òî ñòîéíîñòòà íà êðèâîëèíåéíèÿ èíòåãðàë ïðè èçïúëíåíè óñ-
ëîâèÿ (4.2.4) å íóëà. Íåîáõîäèìèòå è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå
íà ïúëåí äèôåðåíöèàë P dx+Q dy +R dz ñà:

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,

∂R

∂x
=
∂P

∂z
. (4.2.5)

Óñëîâèÿòà (4.2.5) ñå íàðè÷àò óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò.
Íåêà D å ðàâíèííî ìíîæåñòâî ñ ÷àñòè÷íî ãëàäêà ãðàíèöà. Ïðåäïîëàãà-

ìå, ÷å ôóíêöèèòå P (x, y), Q(x, y),
∂P

∂y
è
∂Q

∂x
ñà íåïðåêúñíàòè â çàòâîðåíîòî

ìíîæåñòâî D. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà íà Ãðèéí-Ãàóñ:∮
Γ

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy. (4.2.6)

Îò (4.2.6) ñëåäâà ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà ëèöå íà ðàâíèííî ìíîæåñ-
òâî D, ÷èÿòî ãðàíèöà Γ å ïðîñòà çàòâîðåíà êðèâà:

σ =
1

2

∮
Γ

x dy − y dx. (4.2.7)

Îò (4.2.7) ïúê â ñëó÷àé íà ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ρ = ρ(φ) ñå ïîëó÷àâà

σ =
1

2

∮
Γ

ρ2 dφ. (4.2.8)
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Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä ñå ïðåñìÿòàò ñ LineInt â áèáëè-
îòåêà V ectorCalculus.

Çàäà÷à 48. Äà ñå ïðåñìåòíå êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë

I =

∫
Γ

y dx− x dy + (x+ y + z) dz

âúðõó âèòëîâàòà ëèíèÿ

C ≡
{
x = a cos t, y = a sin t, z =

h

2π
t | t ∈ [0, 2π]

}
, a > 0, h > 0.

Ðåøåíèå: Ïðèëàãà ñå ôîðìóëà (4.2.2), êîÿòî â ñëó÷àÿ âîäè äî ñëåäíèòå
ïðåñìÿòàíèÿ:

I =

2π∫
0

[
a sin t(−a sin t)− a cos t(a cos t) +

(
a cos t+ a sin t+

h

2π
t

)
h

2π

]
dt =

=

2π∫
0

(
−a2 + ha

2π
cos t+

ha

2π
sin t+

h2

4π2
t

)
dt = −2πa2 +

h2

2
.

Åòî ïðåñìÿòàíèÿòà â ðàìêèòå íà áèáëèîòåêà V ectorCalculus, äà ñå ñðàâ-
íÿò ðåçóëòàòèòå.

> restart:

> with(VectorCalculus):

> VectorCalculus[`*`](SetCoordinates('cartesian'[x, y, z]), t);

> assume(a>0,h>0);

> LineInt(VectorField(<y, -x, x+y+z>),

Path(<a*cos(t),a*sin(t),h/(2*Pi)*t>,t=0..2*Pi));

Çàäà÷à 49. Äà ñå ïðåñìåòíå êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë

I =

∫
Γ

xy dx+ (x+ y) dy

âúðõó ïàðàáîëàòà x = y2 îò òî÷êà O(0, 0) äî òî÷êà M(4, 2). Äà ñå ñðàâíÿò
ðåçóëòàòèòå ñ ïîëó÷åíèòå ñ LineInt â áèáëèîòåêà V ectorCalculus.
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Ðåøåíèå: Ðàâíèííàòà êðèâà å çàäàäåíà ñ ÿâíà ôóíêöèÿ è çà ïàðàìåòúð å
åñòåñòâåíî äà ñå âçåìå åäíàòà îò ïðîìåíëèâèòå, íåêà â òîçè ñëó÷àé òîâà å
y:

I = Γ ≡
{
x = t2, y = t, | t ∈ [0, 2]

}
Ïðèëàãà ñå ôîðìóëà (4.2.2), êîÿòî â ñëó÷àÿ âîäè äî ñëåäíèòå ïðåñìÿòàíèÿ:

I =

2∫
0

(
t2t2t+ t2 + t

)
dt =

262

15
.

> restart:

> int(2*t**4+t**2+t,t=0..2);

> with(VectorCalculus):

> SetCoordinates(cartesian[x, y]);

> LineInt(VectorField(<x*y, x+y>),

Path(<t^2,t>,t=0..2));

Çàäà÷à 50. Äà ñå ïðåñìåòíå êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë

I =

∫
Γ

(3x− y) dx+ (y − x) dy

âúðõó çàòâîðåíàòà íà÷óïåíà ëèíèÿ ABCA ñ âúðõîâå òî÷êà A(0, 0), òî÷êà
B(1, 0) è òî÷êà C(0, 2) ÷ðåç ñ LineInt â áèáëèîòåêà V ectorCalculus.

Ðåøåíèå:

> restart:

> with(VectorCalculus):

> SetCoordinates(cartesian[x, y]);

> LineInt(VectorField(<3*x-y, y-x>),

LineSegments(<0,0>,<1,0>,<0,2>,<0,0>));

Ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ñëåä ïðèëàãàíå íà (4.2.6):

I =

∫∫
D

(
∂(3x− y)

∂y
− ∂(y − x)

∂x

)
dx dy = 0.

Çàäà÷à 51. Ñ ïîìîùòà íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà
åëèïñàòà

C ≡ {x = a cos t, y = b sin t, | t ∈ [0, 2π]} , a > 0, b > 0.
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Ðåøåíèå: Ïðèëàãà ñå ôîðìóëà (4.2.7) è ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò èíòåãðàë:

σ =
1

2

2π∫
0

(a cos tb cos t− b sin t(−a sin t)) dt = 1

2
ab

2π∫
0

dt = abπ.

Ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà ñ LineInt:

> restart:

> with(VectorCalculus):

> SetCoordinates(cartesian[x, y]);

> assume(a>0,b>0);

> 1/2* LineInt(VectorField(<-y, x>),

Ellipse(<0,0>,a,b,2*Pi));

Çàäà÷à 52. Ñ ïîìîùòà íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë äà ñå ïðåñìåòíå ëèöåòî
íà åäíà íàâèâêà íà ñïèðàëàòà íà Àðõèìåä:

C ≡ {ρ = aφ, |φ ∈ [0, 2π]} , a > 0.

Ðåøåíèå: Ïðèëàãà ñå ôîðìóëà (4.2.8) è ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

σ =
1

2

∮
C

ρ2 dφ =
1

2

2π∫
0

a2φ2 =
a2

2
× φ3

3

∣∣∣∣2π
0

dφ =
4a2π3

3
.

4.3 Ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä

Íåêà S å ÷àñòè÷íî ãëàäêà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà è ôóíêöèÿòà f(x, y, z)
å äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà âúðõó íåÿ. Ïîâúðõíèíàòà ñå ðàçäåëÿ íà ÷àñ-
òè Si, êîèòî èìàò îáùè òî÷êè åâåíòóàëíî ïî ãðàíèöèòå ñè è èìàùè ëèöà
σi. Âúðõó âñÿêà ÷àñò ñå èçáèðà ïðîèçâîëíà òî÷êà Mi(xi, yi, zi), â êîÿòî ñå
ïðåñìÿòà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(xi, yi, zi).

Äåôèíèöèÿ 4.3.1. Àêî ñóìàòà
n∑
i=1

f(xi, yi, zi)σi èìà êðàéíà ãðàíèöà ïðè

ìàêñèìàëíà ïëîù σi êëîíÿùà êúì íóëà, êàçâàìå ÷å ïîâúðõíèííèÿò èí-
òåãðàë îò ïúðâè ðîä îò f(x, y, z) âúðõó S ñúùåñòâóâà è ïèøåì∫∫

S

f(x, y, z) dσ = lim
maxσi→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)σi.
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Àêî ïîâúðõíèíàòà S å çàäàäåíà ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå

r(x, y, z) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D ⊂ R2,

òî∫∫
S

f(x, y, z) dσ =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
EG− F 2 du dv, (4.3.1)

êúäåòî E, F, G ñà Ãàóñîâèòå êîåôèöèåíòè (3.1.8) íà ïîâúðõíèíàòà.

Àêî ïîâúðõíèíàòà å çàäàäåíà ÷ðåç ÿâíà ôóíêöèÿ z = z(x, y), òî íåçà-
âèñèìèòå ïðîìåíëèâè ìîãàò äà èãðàÿò ðîëÿòà íà ïàðàìåòðè è òîãàâà

EG− F 2 = 1 + (z′x)
2
+
(
z′y
)2

è ôîðìóëà (4.3.1) ïðèåìà âèäà:

∫∫
S

f(x, y, z) dσ =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy (4.3.2)

Ëèöåòî σ íà ïîâúðõíèíàòà S ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ÷ðåç ïîâúðõíèíèÿ
èíòåãðàë

σ =

∫∫
S

dσ. (4.3.3)

Ìàñàòà íà ìàòåðèàëíà ïîâúðõíèíà S ñ ïëúòíîñò ρ(x, y, z) ñå ïðåñìÿòà
÷ðåç

M =

∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ, (4.3.4)

à êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà � ÷ðåç ôîðìóëèòå:

x
G
=

∫∫
S

xρ(x, y, z) dσ∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ
, y

G
=

∫∫
S

yρ(x, y, z) dσ∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ
, z

G
=

∫∫
S

zρ(x, y, z) dσ∫∫
S

ρ(x, y, z) dσ
.

(4.3.5)
Ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä ñå ïðåñìÿòàò ñúñ SurfaceInt â

áèáëèîòåêà V ectorCalculus.
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Çàäà÷à 53. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà îò ïúðâè ðîä I =∫∫
S

zdσ, êúäåòî S å ïîëóñôåðàòà x2 + y2 + z2 = a2, a > 0, z ≥ 0.

Ðåøåíèå: Â ñëó÷àÿ ïîâúðõíèíàòà, ïî êîÿòî ñå èíòåãðèðà, ñå çàäàâà ñ ÿâ-
íàòà ôóíêöèÿ z =

√
a2 − x2 − y2, åòî çàùî çà ïàðàìåòðè ñå ïðèåìàò íåçà-

âèñèìèòå ïðîìåíëèâè è ñå ïðèëàãà ôîðìóëà (4.3.2). Ïîëó÷àâà ñå ïîñëåäî-
âàòåëíî:

∂z

∂x
=

−x√
a2 − x2 − y2

,
∂z

∂y
=

−y√
a2 − x2 − y2

, D ≡ x2 + y2 ≤ a2.

I =

∫∫
S

z dσ =

∫∫
D

√
a2 − x2 − y2

√
1 +

x2

a2 − x2 − y2
+

y2

a2 − x2 − y2
dx dy =

= a

∫∫
D

dx dy = πa3.

Çàäà÷à 54. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà îò ïúðâè ðîä

I = ⃝
∫∫
S

(x2 + y2)dσ,

êúäåòî S å ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = a2, a > 0.

Ðåøåíèå: Âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå íà ñôåðàòà â ñôåðè÷íè
êîîðäèíàòè å

S ≡ r = a sinϑ cosφi+ a sinϑ sinφj+ a cosϑk,

D ≡ {(φ, ϑ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ϑ ≤ π} .
Ïðåñìÿòàò ñå:

r′φ = −a sinϑ sinφi+ a sinϑ cosφj+ 0k,

r′ϑ = a cosϑ cosφi+ a cosϑ sinφj− a sinϑk,

è Ãàóñîâèòå êîåôèöèåíòè

E = a2 sin2 ϑ sin2 φ+ a2 sin2 θ cos2 φ = a2 sin2 θ,

F = −a2 sin θ cos θ sinφ cosφ+ a2 sin θ cos θ sinφ cosφ+ 0 = 0,
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G = a2 cos2 ϑ cos2 φ+ a2 cos2 θ sin2 φ+ a2 sin2 ϑ = a2.

Ïðèëàãà ñå ôîðìóëà (4.3.1) è ñå ïîëó÷àâà çà ïðåñìÿòàíå äâîåí èíòåãðàë:

I =

∫∫
D

a2 sin2 ϑ
√
a4 sin2 ϑ− 02 dφ dϑ = a4

∫∫
D

sin3 ϑ dφ dϑ =

a4
2π∫
0

dφ×
π∫

0

(1− cos2 ϑ) sinϑ dϑ = −2πa4
π∫

0

(1− cos2 ϑ) d cosϑ =
8πa4

3
.

Ïðåñìÿòàíèÿòà ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò ñ

> restart; with(VectorCalculus):

> SurfaceInt((x^2+y^2),[x,y,z]=Sphere(<0,0,0>,a));

Çàäà÷à 55. Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà z = xy, êîÿòî
å âúâ âúòðåøíîñòòà íà öèëèíäúðà x2 + y2 = 1.

Ðåøåíèå: Èçïîëçâà ñå (4.3.3):

s =

∫∫
S

dσ =

∫∫
x2+y2≤1

√
1 + x2 + y2 dx dy.

Â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè

x = r cosφ, y = r sinφ, J = r,

s =

∫∫
D

r
√

1 + r2 dr dφ, D ≡ {0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π} ,

s =

2π∫
0

dφ×
1∫

0

r
√

1 + r2 dr = 2π × 1

2

1∫
0

√
1 + r2 dr2 = π

(
1 + r2

) 3
2

3
2

∣∣∣∣∣
1

0

,

s =
2π

3

(
2
√
2− 1

)
.
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4.4 Ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä

Íåêà S å ãëàäêà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà,

n(x, y, z) = cosαi+ cos βj+ cos γk

å åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð êúì íåÿ (êîéòî îïðåäåëÿ åäíàòà îò äâåòå ñòðà-
íè íà ïîâúðõíèíàòà) è

F(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

å âåêòîðíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà âúðõó S. Ïðîåêöèÿòà íà
âåêòîðà F âúðõó íîðìàëàòà êúì ïîâúðõíèíàòà S å

Fn = F(x, y, z).n(x, y, z) = P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cos β+R(x, y, z) cos γ.

Äåôèíèöèÿ 4.4.1. Èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà îò ïúðâè ðîä∫∫
S

(P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cos β +R(x, y, z) cos γ) dσ

ñå íàðè÷à èíòåãðàë ïî ïîâúðõíèíà îò âòîðè ðîä îò âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ
F ïî îïðåäåëåíàòà ñòðàíà îò ïîâúðõíèíàòà S è ñå ïèøå∫∫

S

P dy dz +Q dz dx+R dx dy =

∫∫
S

(P cosα +Q cos β +R cos γ) dσ

(4.4.1)
Àêî ñå ïðîåêòèðà ïî íîðìàëàòà íà äðóãàòà ñòðàíà íà ïîâúðõíèíàòà S,
èíòåãðàëúò ïî ïîâúðõíèíà ùå ñìåíè çíàêà ñè.

Îçíà÷àâàìå

I ≡
∫∫
S

P dy dz +Q dz dx+R dxdy.

Àêî ãëàäêàòà ïîâúðõíèíàòà S å çàäàäåíà ñ âåêòîðíî ïàðàìåòðè÷íî óðàâ-
íåíèå

r(x, y, z) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D ⊂ R2,
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è âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ F å äåôèíèðàíà è îãðàíè÷åíà âúðõó S, òî ïîâúðõ-
íèííèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîåí èíòåãðàë:

I =

∫∫
D

(P cosα+Q cos β +R cos γ)
√
EG− F 2 du dv (4.4.2)

Íîðìàëíèÿò âåêòîð N(A,B,C) êúì âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà
ïîâúðõíèíà ñå ïîëó÷àâà êàòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå íà äâà òàíãåíöèàëíè
êúì ïîâúðõíèíàòà âåêòîðè,

N(A,B,C) = r′u × r′v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ .
Òúé êàòî

EG− F 2 = A2 +B2 + C2,

òî

I =

∫∫
D

(PA+QB +RC) du dv. (4.4.3)

Àêî ãëàäêàòà (÷àñòè÷íî ãëàäêàòà) êðèâà å çàäàäåíà ñ óðàâíåíèåòî z =
z(x, y), (x, y) ∈ D, ôîðìóëàòà çà ïðåñìÿòàíå íà êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò
âòîðè ðîä (4.4.2) äîáèâà âèäà

I =

∫∫
D

(P cosα+Q cos β +R cos γ)

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy,

(4.4.4)
à ôîðìóëà (4.4.3) ñúîòâåòíî

I =

∫∫
D

{
−P [x, y, z (x, y)]

∂z

∂x
−Q [x, y, z (x, y)]

∂z

∂y
+R [x, y, z (x, y)]

}
dx dy.

(4.4.5)
Â ñëó÷àé, ÷å ïîâúðõíèíàòà å çàäàäåíà ÷ðåç óðàâíåíèåòî

F (x, y, z) = 0, (x, y) ∈ D,

âçåìàéêè ïðåäâèä èçðàçèòå çà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà z(x, y), ñå ïîëó÷àâà
ñëåäíàòà ôîðìóëà:
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I =

∫∫
D

(
PF ′

x +QF ′
y +RF ′

z

) dx dy

F ′
z

. (4.4.6)

Ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè äàâà âðúçêà ìåæäó ïîâúðõíèíåí èí-
òåãðàë îò âòîðè ðîä è òðîåí èíòåãðàë â ñëó÷àé íà ãëàäêà (÷àñòè÷íî ãëàäêà)
çàòâîðåíà ïîâúðõíèíà S, êîÿòî å ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî V ⊂ R3 è íåï-
ðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèèòå:

P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z),
∂P

∂x
,
∂Q

∂y
,
∂R

∂z
:

⃝
∫∫
S

P dy dz+Q dz dx+R dx dy =

∫∫∫
V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx dy dz (4.4.7)

Âðúçêà ìåæäó êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä è ïîâúðõíèíåí èí-
òåãðàë îò âòîðè ðîä ñå äàâà îò ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ. Íåêà Γ å ÷àñòè÷íî
ãëàäêà çàòâîðåíà êðèâà â R3 è ôóíêöèèòå P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)
çàåäíî ñ ïúðâèòå ñè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ñà íåïðåêúñíàòè. Òîãàâà å â ñèëà
ôîðìóëàòà íà Ñòîêñ∮

Γ

P dx +Q dy +R dz =

∫∫
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy dz

+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy, (4.4.8)

êúäåòî S å ïðîèçâîëíà äâóêðàòíî ãëàäêà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà, îïúíàòà
íà êðèâàòà Γ.

Ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä å êîëè÷åñ-
òâîòî ôëóèä, êîåòî ïðåìèíàâà ïðåç ïîâúðõíèíàòà S çà åäèíèöà âðåìå â
ïðîñòðàíñòâî, çàïúëíåíî ñ ôëóèä.

Ïîâúðõíèííè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä ñå ïðåñìÿòàò ñ Flux â áèáëèîòåêà
V ectorCalculus.

Çàäà÷à 56. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫
S

dy dz

x
+

dz dx

y
+

dx dy

z
ïî ãîðíàòà ñòðàíà

íà åëèïñîèäà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a > 0, b > 0, c > 0, z ≥ 0.

Ðåøåíèå: Âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå íà ïîâúðõíèíàòà, âúðõó êî-
ÿòî ñå èíòåãðèðà, ñå ïîëó÷àâà êàòî çà ïàðàìåðè ñå ïðèåìàò íåçàâèñèìèòå
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ïðîìåíëèâè x è y. Òîãàâà

S ≡ r = xi+ yj+ c

√
1− x2

a2
− y2

b2
k,

r′x = i+ c
−x

a2

√
1− x2

a2
− y2

b2

k, r′y = j+ c
−y

b2

√
1− x2

a2
− y2

b2

k,

N (A,B,C) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

1 0 c
−x

a2

√
1− x2

a2
− y2

b2

0 1 c
−y

b2

√
1− x2

a2
− y2

b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

N (A,B,C) =
cx

a2

√
1− x2

a2
− y2

b2

i+
cy

b2

√
1− x2

a2
− y2

b2

j+ k.

Èçïîëçâà ñå (4.4.3).

I =

∫∫
D

1x cx

a2

√
1− x2

a2
− y2

b2

+
1

y

cy

b2

√
1− x2

a2
− y2

b2

+
1

z

 dx dy =

∫∫
D

 c

a2

√
1− x2

a2
− y2

b2

+
c

b2

√
1− x2

a2
− y2

b2

+
c

c2

√
1− x2

a2
− y2

b2

 dx dy =

= c

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)∫∫
D

dx dy√
1− x2

a2
− y2

b2

,

êúäåòî D ≡ x2

a2
+
y2

b2
≤ 1. Â îáîáùåíà ïîëÿðíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà

x = ar cosφ, y = br sinφ, J = abr,
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îáðàçúò íà D å D ≡
{

0 ≤ r ≤ 1
0 ≤ φ ≤ 2π

}
, à äâîéíèÿò èíòåãðàë å

I = c

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

) 2π∫
0

dφ

1∫
0

abr√
1− r2

dr

è êðàéíèÿò ðåçóëòàò å

I =
2π

abc

(
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
.

restart;with(VectorCalculus):assume(a>0,b>0,c>0);

Flux(VectorField(<1/x,1/y,1/z>,cartesian[x,y,z]),

Surface(<a*sin(s)*cos(t),b*sin(s)*sin(t),c*cos(s)>,

s=0..Pi/2,t=0..2*Pi));

Çàäà÷à 57. Äà ñå ïðåñìåòíå

⃝
∫∫
S

x dy dz + y dz dx+ z dx dy

ïî âúíøíàòà ñòðàíà íà êðàéíèÿ îáåì, ïîëó÷åí ïðè ïðåñè÷àíåòî íà ðàâíè-
íàòà z = 1 è ðîòàöèîííèÿ ïàðàáîëîèä z = x2 + y2.

Ðåøåíèå: Èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî ÷àñòè÷íî ãëàäêà ïîâúðõíèíà S,
êîÿòî å îáåäèíåíèå îò çàòâîðåí öåíòðàëåí åäèíè÷åí êðúã x2 + y2 = 1 â
ðàâíèíàòà z = 1, îçíà÷àâà ñå S1, è ÷àñò îò ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2, z 6 1,
îçíà÷àâà ñå S2. Èìàìå:

S1 ≡ r = xi+ yj+ k, D ≡ x2 + y2 ≤ 1,

N =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = k, I1 =

∫∫
D

dx dy = π.

Â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè

S2 ≡ r = r cosφi+ r sinφj+ r2k, D ≡ {0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π} ,

N =

∣∣∣∣∣∣
i j k

cosφ sinφ 2r
−r sinφ r cosφ 0

∣∣∣∣∣∣ = −2r2 cosφi− 2r2 sinφj+ rk.
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Òúé êàòî òðåòàòà êîîðäèíàòà íà âúíøíàòà çà ïîâúðõíèíàòà íîðìàëà å îò-
ðèöàòåëíà, çà âúíøíà íîðìàëà ñå ïðèåìà −N. Îò (4.4.3) ñå ïîëó÷àâà ñëåä-
íèÿò äâîåí èíòåãðàë:

I2 =

∫∫
D

[
r cosφ

(
2r2 cosφ

)
+ r sinφ

(
2r2 sinφ

)
− r3

]
dr dφ =

∫∫
D

r3 dr dφ = 2π
r4

4

∣∣∣∣1
0

=
π

2
.

I = I1 + I2 = π +
π

2
=

3π

2
.

Ñ ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè (4.4.7) ñå ïîëó÷àâà

I = 3

∫∫∫
V

dx dy dz, V ≡
{
z ≤ 1, z ≥ x2 + y2

}
.

Â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè

I = 3

1∫
0

2π∫
0

dφ

1∫
r2

r dz = 6π

1∫
0

r
(
1− r2

)
dr = 6π

(
r2

2
− r4

4

)∣∣∣∣1
0

=
3π

2
.

4.5 Çàäà÷è è îòãîâîðè

1. Äà ñå ïðåñìåòíå I =
∮
Γ

(x + y)ds, êúäåòî Γ å çàòâîðåíàòà íà÷óïåíà

ëèíèÿ OABO, O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1). I = 1 +
√
2

2. Äà ñå ïðåñìåòíå I =
∮
C

√
x2 + y2 ds, êúäåòî

C ≡ {x = a (cos t+ t sin t) , y = a (sin t− t cos t) , 0 ≤ t ≤ 2π} .

I =
a2

3

[(
1 + 4π2

) 3
2 − 1

]
.

3. Äà ñå ïðåñìåòíå I =
∫
Γ

ds

x+ y
, àêî èíòåãðèðàíåòî å èçâúðøåíî ïî îò-

ðåçà îò ïðàâàòà, ñâúðçâàù òî÷êèòå A (2, 4) è B (1, 3) . I =

√
2

2
ln 2.
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4. Äà ñå ïðåñìåòíå ÷ðåç êðèâîëèíååí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä ëèöåòî íà

öèëèíäðè÷íàòà ïîâúðõíèíà y2 =
4

9
(x − 1)3, îãðàíè÷åíà îòäîëó îò

ðàâíèíàòà z = 0, à îòãîðå îò ïîâúðõíèíàòà z = 2−
√
x.

11

3

5. Äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà
∫
C

(
x2 + y2 + z2

)
ds, êúäåòî C å ÷àñò îò

âèíòîâàòà ëèíèÿ ñ ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ: x = a cos t, y = a sin t,

z = bt, 0 ≤ t ≤ 2π, a > 0, b > 0.
2π

3

(
3a2 + 4π2b2

√
a2 + b2

)
.

6. Äà ñå ïðåñìåòíå ∮
C

(
x2 − y2

)
dx+

(
x2 + y2

)
dy

â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà íà îïèñâàíå íà åëèïñàòà
x2

a2
+
y2

b
= 1, çàïî÷-

âàéêè îò òî÷êà A(a, 0), a > 0, b > 0. π(a2 − b2).

7. Äà ñå ïîêàæå, ÷å àêî ïúòÿò íà èíòåãðèðàíå íå ïðåñè÷à îðäèíàòíàòà

îñ, òî èíòåãðàëúò
(1,2)∫
(2,1)

y dx− x dy

x2
íå çàâèñè îò ïúòÿ íà èíòåãðèðàíå,

è äà ñå ïðåñìåòíå. −3

2
.

8. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫
S

z dσ, êúäåòî S å ïîëóñôåðàòà x2+y2+z2 = a2,

z ≥ 0. πa3.

9. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫∫
S

(xy + yz + zx) dσ, êúäåòî S å ÷àñòòà îò êîíóñà

z =
√
x2 + y2, èçðÿçàíà îò öèëèíäúðà x2 + y2 = 2ax, a > 0.

64
√
2

15
a4.

10. Äà ñå ïðåñìåòíå

⃝
∫∫
S

xy dy dz + yz dz dx+ xz dx dy,

àêî S å âúíøíàòà ñòðàíà íà ïèðàìèäà, îãðàíè÷åíà îò ðàâíèíèòå

x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1
1

8
.



Ãëàâà 5

Âåêòîðåí àíàëèç

5.1 Ñêàëàðíè è âåêòîðíè ïîëåòà. Äèôåðåíöè-

àëíè îïåðàòîðè

Ñ Rn îçíà÷àâàìå n-ìåðíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî, ÷èèòî åëåìåíòè ñà íà-
ðåäåíè n-òîðêè îò ðåàëíè ÷èñëà, íàðå÷åíè n-ìåðíè âåêòîðè. Ðàçãëåæäàìå
âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà çà n = 1, 2, 3, ñ äåôèíèðàíè îïåðàöèè: óìíîæåíèå
íà âåêòîð ñ ðåàëíî ÷èñëî, ñúáèðàíå íà âåêòîðè, ñêàëàðíî è âåêòîðíî óì-
íîæåíèå íà âåêòîðè.

Äåôèíèöèÿ 5.1.1. Àêî íà âñÿêà òî÷êàM(x, y, z) ∈ D ⊂ R3 å ñúïîñòàâåíà
ôóíêöèÿ U(M) ≡ U(x, y, z) íà êîîðäèíàòèòå íà òî÷êà M(x, y, z), ÷èèòî
ñòîéíîñòè ñà ðåàëíè ÷èñëà, òî êàçâàìå, ÷å å çàäàäåíî ñêàëàðíî ïîëå.

Ïðèìåðè çà ñêàëàðíè ïîëåòà ñà òåìïåðàòóðàòà âúâ âñÿêà òî÷êà íà äàäå-
íî òÿëî, íàëÿãàíåòî âúâ âñÿêà òî÷êà îò àòìîñôåðàòà íà çåìÿòà, ïëúòíîñòòà
âúâ âñÿêà òî÷êà íà äâóìåðíà ìàòåðèàëíà ïëàñòèíà (õîìîãåííà èëè íåõî-
ìîãåííà) è ò.í.

Ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèñòèêà íà ñêàëàðíî ïîëå ñà ïîâúðõíèíèòå (ëèíè-
èòå) íà íèâî.

Äåôèíèöèÿ 5.1.2. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè M ∈ D, òàêèâà ÷å

U(M) = const, ñå íàðè÷à ïîâúðõíèíà íà íèâî, àêî D ⊂ R3, èëè ëèíèÿ
íà íèâî, àêî D ⊂ R2.

Äåôèíèöèÿ 5.1.3. Íåêà â R3 å âúâåäåíà Äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà
ñ íà÷àëî òî÷êà O è åäèíè÷íè âåêòîðè i, j,k. Àêî íà âñÿêà òî÷êà M ∈ D ⊂
R3 å ñúïîñòàâåí âåêòîð V(M) ⊂ R3, ÷èèòî êîîðäèíàòè ñà ôóíêöèè íà
êîîðäèíàòèòå íà òî÷êà M , òî êàçâàìå, ÷å å çàäàäåíî âåêòîðíî ïîëå.

Åäíî âåêòîðíî ïîëå å íàïúëíî äåôèíèðàíî, àêî ñà èçâåñòíè òðè ôóíê-

87
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öèè:
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z),

äàâàùè êîîðäèíàòèòå íà V(M) â çàâèñèìîñò îò êîîðäèíàòèòå íà òî÷êà
M(x, y, z). Ùå óïîòðåáÿâàìå çàïèñà

V(M) ≡ P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k. (5.1.1)

×ðåç âåêòîðíî ïîëå ìîæå äà ñå îïèøå ñêîðîñòòà íà âîäàòà âúâ âñÿêà
òî÷êà îò îêåàíà â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå è èçîáùî ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå
íà åäíî ñêàëàðíî ïîëå.

Ãåîìåòðè÷íà õàðàêòåðèñòèêà íà âåêòîðíî ïîëå ñà íåãîâèòå âåêòîðíè
ëèíèè.

Äåôèíèöèÿ 5.1.4. Ãëàäêà êðèâà, âúâ âñÿêà òî÷êà íà êîÿòî íàïðàâëåíèå-
òî íà äîïèðàòåëíàòà ñúâïàäà ñ íàïðàâëåíèåòî íà âåêòîðà íà ïîëåòî â òàçè
òî÷êà, ñå íàðè÷à âåêòîðíà ëèíèÿ.

Âåêòîðíèòå ëèíèè óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå óðàâåíèÿ:

dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)
. (5.1.2)

Âúïðîñúò ñ ðàçìåðíîñòòà íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ñêàëàðíî
èëè âåêòîðíî ïîëå è ðàçìåðíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà åäíî
âåêòîðíî ïîëå å íåñúùåñòâåí è èìà çíà÷åíèå ñàìî çà ãðàôè÷íîòî ïðåäñ-
òàâÿíå íà ïîëåòàòà. Ïðè ðàçìåðíîñòè, ïî-ãîëåìè îò 3, ìîæå äà ñå ïðàâè
ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ïðîôèëè.

Äà äåôèíèðàìå íÿêîè äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè, êîèòî çàåäíî ñ ïîíÿ-
òèÿòà ñêàëàðíî, âåêòîðíî è ñìåñåíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè ïîçâîëÿâàò
êîìïàêòåí çàïèñ íà ñâîéñòâà è òåîðåìè, îòíàñÿùè ñå çà ñêàëàðíè è âåêòîð-
íè ïîëåòà.

Äåôèíèöèÿ 5.1.5. Ãðàäèåíò íà ñêàëàðíî ïîëå U = f(x, y, z), êúäåòî
ôóíêöèÿòà f(x, y, z) èìà (íåïðåêúñíàòè) ÷àñòíè ïðîèçâîäíè îòíîñíî òðèòå
ïðîìåíëèâè x, y, z, ñå íàðè÷à âåêòîðíîòî ïîëå

gradU(M) =
∂f(x, y, z)

∂x
i+

∂f(x, y, z)

∂y
j+

∂f(x, y, z)

∂z
k. (5.1.3)

Îò äåôèíèöèÿòà íà ïîíÿòèåòî ãðàäèåíò ñëåäâàò ñâîéñòâàòà: íåêà U1(M)
è U2(M) ñà äâå ñêàëàðíè ïîëåòà è α1 è α2 - äâå ðåàëíè ÷èñëà, òîãàâà

grad (α1U1(M) + α2U2(M)) = α1gradU1(M) + α2gradU2(M)
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è

grad (U1(M)U2(M)) = U1(M)gradU2(M) + U2(M)gradU1(M).

Äåôèíèöèÿ 5.1.6. Àêî ñúùåñòâóâà êðàéíàòà ãðàíèöà lim
∆l→0

∆U

∆l
, êúäåòî

l å äàäåíà ïîñîêà, ∆U = U(M) − U(M0) ïðè M0 ôèêñèðàíà òî÷êà îò D è
−−−→
M0M ∥ l, òî êàçâàìå, ÷å ïîëåòî U(M) ïðèòåæàâà ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà l â
òî÷êàòà M0 è ïèøåì

∂U

∂l

∣∣∣∣
M0

= lim
∆l→0

∆U

∆l
. (5.1.4)

Ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà â òî÷êà íà ñêàëàðíî ïîëå å èíâàðè-
àíòíî ïî îòíîøåíèå íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Â Äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà èçðàçÿâàìå ïðîèçâîäíàòà ïî ïîñîêà ÷ðåç ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå
íà ãðàäèåíòà íà ïîëåòî â òî÷êàòà M0 è åäèíè÷íèÿ âåêòîð íà ïîñîêàòà:

∂U

∂l

∣∣∣∣
M0

= gradU(M0)
l

| l |
. (5.1.5)

Ïîñëåäíàòà ôîðìóëà ïîêàçâà, ÷å ãðàäèåíòúò íà åäíî ñêàëàðíî ïîëå â äà-
äåíà òî÷êà èìà ïîñîêàòà, ïî êîÿòî ñêàëàðíîòî ïîëå íàðàñòâà íàé-áúðçî.

Äåôèíèöèÿ 5.1.7.Äèâåðãåíöèÿ íà âåêòîðíîòî ïîëåV(M) = P (x, y, z)i+
Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k å ñêàëàðíîòî ïîëå divV(M), êúäåòî

divV(M) =
∂P (x, y, z)

∂x
+
∂Q(x, y, z)

∂y
+
∂R(x, y, z)

∂z
. (5.1.6)

Äèâåðãåíöèÿòà íà åäíî âåêòîðíî ïîëå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí ñ ïîìîùòà íà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå:

divV =
∂V

∂x
i+

∂V

∂y
j+

∂V

∂z
k. (5.1.7)

Äåôèíèöèÿ 5.1.8. Òî÷êèòå, â êîèòî äèâåðãåíöèÿòà å ïîëîæèòåëíà, ñå
íàðè÷àò èçòî÷íèöè, à òî÷êèòå, â êîèòî äèâåðãåíöèÿòà å îòðèöàòåëíà, ñå
íàðè÷àò êîíñóìàòîðè.

Äåôèíèöèÿ 5.1.9. Àêî âúâ âñè÷êè òî÷êè îò åäíî âåêòîðíî ïîëå äèâåð-
ãåíöèÿòà å íóëà, òî ïîëåòî ñå íàðè÷à ñîëåíîèäàëíî (òðúáíî).
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Äåôèíèöèÿ 5.1.10. Ðîòîð íà âåêòîðíîòî ïîëå V(M) å âåêòîðíîòî ïîëå
rotV(M), êúäåòî

rotV(M) =

(
∂R(x, y, z)

∂y
− ∂Q(x, y, z)

∂z

)
i+(

∂P (x, y, z)

∂z
− ∂R(x, y, z)

∂x

)
j+

(
∂Q(x, y, z)

∂x
− ∂P (x, y, z)

∂y

)
k. (5.1.8)

×ðåç âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå ðîòîðúò ñå ïðåäñòàâÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí :

rotV = i× ∂V

∂x
+ j× ∂V

∂y
+ k× ∂V

∂z
. (5.1.9)

Óäîáåí å è ñëåäíèÿò çàïèñ ñúãëàñíî îçíà÷åíèÿ (5.1.1):

rotV =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (5.1.10)

Äåôèíèöèÿ 5.1.11. Âåêòîðíè ïîëåòà, çà êîèòî ðîòîðúò å ðàâåí íà íóëå-
âèÿ âåêòîð, ñå íàðè÷àò áåçâèõðîâè.

Äåôèíèöèÿ 5.1.12. Âåêòîðíî ïîëå, çà êîåòî ðîòîðúò å ðàâåí íà íóëå-
âèÿ âåêòîð è äèâåðãåíöèÿòà å ðàâíà íà íóëà âúâ âñÿêà òî÷êà, ñå íàðè÷à
õàðìîíè÷íî.

Äåôèíèöèÿ 5.1.13. Îïåðàòîðúò íà Õàìèëòîí ("íàáëà"îïåðàòîð) äåéñ-
òâà íà ñêàëàðíîòî èëè âåêòîðíîòî ïîëå, êîåòî å íàïèñàíî â äÿñíî îò ∇ è
ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∇ =
∂

∂x
i+

∂

∂y
j+

∂

∂z
k. (5.1.11)

Ñ ïîìîùòà íà îïåðàòîðà íà Õàìèëòîí äèâåðãåíöèÿòà è ãðàäèåíòúò ñå çà-
ïèñâàò êàòî ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ:

divV = ∇V,

gradU = ∇ U,

à ðîòîðúò - êàòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå:

rotV = ∇×V.
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Äåôèíèöèÿ 5.1.14. Îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ ∆ ñå äåôèíèðà ÷ðåç ñëåäíî-
òî ðàâåíñòâî:

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Òîé äåéñòâà íà íàïèñàíîòî îòäÿñíî íà ∆ ïîëå.
Äîáðî óïðàæíåíèå çà îâëàäÿâàíå íà âúâåäåíèòå äåôèíèöèè å ïðîâåð-

êàòà (äîêàçàòåëñòâîòî) íà ñëåäíèòå âðúçêè ìåæäó äèôåðåíöèàëíèòå îïå-
ðàòîðè, êîåòî ìîæå äà ñå ïðîâåäå è ñ MAPLE:

1. div [rot (V)] = 0 èëè çàïèñàíî êàòî ∇ (∇×V) = 0.

>with(linalg):

> diverge(curl([f(x,y,z),g(x,y,z),h(x,y,z)],[x,y,z]),

vector([x,y,z]));

2. rot [grad (U)] =
−→
0 èëè çàïèñàíî êàòî ∇× (∇U) = −→

0 .

> curl(grad(U(x,y,z),vector([x,y,z])) ,[x,y,z]);

3. div [grad (U)] = ∆U èëè çàïèñàíî êàòî ∇2U = ∆U.

4. div (UV) = U div (V) + grad (U) V.

5. rot (UV) = U rot (V) + grad (U)×V.

Âàæíè ñà ñëåäíèòå ÷àñòíè ñëó÷àè, êîèòî èìàò ÿñåí ôèçè÷åñêè ñìèñúë.
Âåêòîðíîòî ïîëå V ñå ïîðàæäà îò ïîòåíöèàëíà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ñ
òî÷íîñò äî àäèòèâíà êîíñòàíòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî å áåçâèõ-
ðîâî, ò.å.

rot (V) = 0⇐⇒ V = grad (U) .

Âåêòîðíîòî ïîëå W ñå ïîðàæäà îò ïîòåíöèàëåí âåêòîð U, äåôèíèðàí ñ
òî÷íîñò äî ãðàäèåíò, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî äèâåðãåíöèÿòà ìó å íóëà,
ò.å.

divW = 0 ⇐⇒W = rot (U) .

Çàäà÷à 58.Äàäåíè ñà òî÷êèòåA(3, 1, 1), B(4, 2, 2), C(9, 3,−2) èD(0, 1,−1).

Äà ñå íàìåðÿò úãúëúò ìåæäó âåêòîðèòå
−→
AB è

−→
AC, ëèöåòî íà óñïîðåäíèê

ñ íîñèòåëè òåçè âåêòîðè è îáåìúò íà ïàðåëåëåïèïåä ñ íîñèòåëè âåêòîðèòå−→
AB,

−→
AC è

−−→
AD.
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Ðåøåíèå: Íàìèðàìå êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD :

−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = (4, 2, 2)− (3, 1, 1) = (4− 3, 2− 1, 2− 1),

−→
AB = (1, 1, 1),

−→
AC = (6, 2,−3),

−−→
AD = (−3, 0,−2),

Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå
−→
AB è

−→
AC, ìîæå äà ñå íàìåðè, êàòî

ñå èçïîëçâà äåôèíèöèÿòà íà ïîíÿòèåòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå:

−→
AB

−→
AC = |

−→
AB| |

−→
AC| cosφ =√

(1)2 + (1)2 + (1)2
√
(6)2 + (2)2 + (−3)2 cosφ = 7

√
3 cosφ,

êúäåòî φ å úãúëúò ìåæäó äâàòà âåêòîðà. Ñúùîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå
÷ðåç êîîðäèíàòèòå íà äâàòà âåêòîðà å

−→
AB

−→
AC = (1)(6) + (1)(2) + (1)(−3) = 5.

Îò óðàâíåíèåòî 5 = 7
√
3 cosφ ñå ïîëó÷àâà cosφ =

5

7
√
3
è îêîí÷àòåëíî

φ = arccos
5

7
√
3
= 1, 1457 ðàäèàíà.

Âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå
−→
AB è

−→
AC å ñëåäíèÿò âåêòîð:

−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 1 1
6 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = (−5, 9,−4).

Äúëæèíàòà íà ïîëó÷åíèÿ âåêòîð å ìÿðêàòà íà ëèöåòî íà óñïîðåäíèê ñ

íîñèòåëè âåêòîðèòå
−→
AB è

−−→
AC, ò.å. S =

√
122.

Çà äà ïðåñìåòíåì îáåìà íà ïàðåëåëåïèïåäà, íàìèðàìå àáñîëþòíàòà ñòîé-

íîñò íà ñìåñåíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå
−→
AB,

−→
AC è

−−→
AD:

V =
∣∣∣−→AB−→

AC
−−→
AD
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
6 2 −3

−3 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 23.

Ñ ïîìîùòà íà dotprod, crossprod, det è áèáëèîòåêà linalg ñëåäâàùèÿò
êîä ðåàëèçèðà ðåøåíèåòî:
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> restart;

> with(linalg):

> ra:=[3,1,1];rb:=[4,2,2];rc:=[9,3,-2];rd:=[0,1,-1];

> ab := rb-ra;ac:=rc-ra;ad:=rd-ra;

> #

> sc:=dotprod(ab,ac);

> dab:=sqrt(dotprod(ab,ab)); dac:=sqrt(dotprod(ac,ac));

> cosabac:=sc/(dab*dac); arccos(cosabac);

> #

> vec:=crossprod(ab,ac);Sabc:=sqrt(dotprod(vec,vec));

> #

> Vabc:=abs(dotprod(vec,ad));

> #

> M1:=matrix(3,3,[[i ,j ,k],ab,ac]);

> vec:=det(M1);

> M2:=matrix(3,3,[ab,ac,ad]);

> smes:=det(M2);

Çàäà÷à 59. Íà÷åðòàéòå ëèíèèòå íà íèâî çà ñêàëàðíîòî ïîëå u = x2 − y2,
âúðõó êîèòî ñêàëàðíîòî ïîëå ïðèåìà ñòîéíîñòè −1; 0;+1.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèÿòà x2 − y2 = −1, x2 − y2 = 0, x2 − y2 = 1 äåôèíèðàò
òðè êðèâè îò âòîðà ñòåïåí, âòîðàòà îò êîèòî ñå ðàçïàäà íà äâå ïðàâè. Çà
èç÷åðòàâàíåòî íà äâåòå õèïåðáîëè è äâåòå ïðàâè èçïîëçâàìå implicitplot3d
â ðàìêèòå íà áèáëèîòåêà plots.

> plots[implicitplot]([x^2-y^2=1, x^2-y^2=-1,x=y,x=-y],

x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi, color=[blue,green,red,black],

legend=[`u=-1`,`u=1`, `u=0`,`u=0`]);

Çàäà÷à 60. Èçîáðàçåòå ïîâúðõíèíèòå íà íèâî çà ñêàëàðíîòî ïîëå u =
x2 + y2 − z2, âúðõó êîèòî ñêàëàðíîòî ïîëå ïðèåìà ñòîéíîñòè −1; 0;+1.

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèÿòà x2+y2− z2 = −1, x2+y2− z2 = 0, x2+y2− z2 = 1
äåôèíèðàò òðè ïîâúðõíèíè îò âòîðà ñòåïåí, êîèòî ñà ãðàôèêèòå íà òðèòå
íåÿâíè ôóíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè, îïðåäåëåíè îò ñúùèòå óðàâíåíèÿ. Ïðè
u = −1 ñå ïîëó÷àâà äâóïîâúðõíèíåí ðîòàöèîíåí õèïåðáîëîèä. Â ñëó÷àÿ
u = 0 ìîãàò äà ñå îïèøàò ÿâíî äâàòà êëîíà íà ôóíêöèÿòà, ïîâúðõíèíàòà å
êîíóñ. Ïðè u = 1 ñå ïîëó÷àâà åäíîïîâúðõíèíåí ðîòàöèîíåí õèïåðáîëîèä.
Çà èç÷åðòàâàíåòî ñå èçïîëçâàò plot3d, implicitplot3d â ðàìêèòå íà áèáëèî-
òåêà plots.
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> eq:=x^2+y^2-z^2=C;C:=-1;

implicitplot3d(eq,x=-3..3,y=-3..3,z=-3..3);

> C:=0;implicitplot3d(eq,x=-3..3,y=-3..3,z=-3..3);

> plot3d([sqrt(x^2+y^2),-sqrt(x^2+y^2)],x=-3..3,y=-3..3);

> C:=1;implicitplot3d(eq,x=-3..3,y=-3..3,z=-3..3);

Çàäà÷à 61. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå

u(x, y, z) = ln(x2y + y2z + z2x)

â òî÷êàòà M0(0; 1; 1) ïî ïîñîêà íà åëèïñàòà {4x2 + y2 = 1, z = 1}.
Ðåøåíèå: Òî÷êàòà M0(0; 1; 1) ëåæè íà åëèïñàòà Γ. Äà íàìåðèì òàíãåí-
öèàëåí âåêòîð êúì åëèïñàòà ñ ïîñîêà, îáðàòíà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà.
Íàìèðàìå ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ íà åëèïñàòà, íàïðèìåð

Γ ≡
{
x =

1

2
cos t, y = sin t, z = 1 | t ∈ [0, 2π)

}
.

Ñ òî÷íîñò äî ïîñîêà òàíãåíöèàëíèÿò âåêòîð â ïðîèçâîëíà òî÷êà îò åëèïñàòà
å

l =

(
−1

2
sin t, cos t, 0

)
.

Ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòúðà t0, ïðè êîÿòî ñå ïîëó÷àâàò êîîðäèíàòèòå íà
òî÷êàòà M0, å ðåøåíèå íà ñëåäíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ:∣∣ 1

2 cos t0 = 0, sin t0 = 1, 1 = 1.

Ïîëó÷àâàìå t0 =
π

2
. Çàìåñòâàìå òàçè ñòîéíîñò â èçðàçà çà òàíãåíöèàëíèÿ

âåêòîð è ïîëó÷àâàìå âåêòîðà l(t0) =
(
−1

2 , 0, 0
)
, ïî ïîñîêà íà êîéòî ùå

òúðñèì ïðîèçâîäíàòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå. Äà íàìåðèì ãðàäèåíòà íà ïîëåòî
â ïðîèçâîëíà òî÷êà:

gradu =

(
2xy + z2

x2y + y2z + z2x
,

x2 + 2yz

x2y + y2z + z2x
,

y2 + 2xz

x2y + y2z + z2x

)
.

Â òî÷êàòà M0(0; 1; 1) ãðàäèåíòúò å

grad u(M0) = (1, 2, 1) .
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Òîãàâà
∂u

∂l(t0)

∣∣∣∣
M0

= (1, 2, 1)

(
−1

2 , 0, 0
)

0, 5
= −1

Âñè÷êè ïðåñìÿòàíèÿ ñå ïðàâÿò ñ ïîìîùòà íà îïèñàíèÿ ïî-äîëó êîä. Èçïîë-
çâàò ñå grad, subs, simplify, diff, solve, dotprod è áèáëèîòåêà linalg.

> restart;with(linalg):u:=ln(x^2*y+y^2*z+z^2*x);

> grd:=grad(u,[x,y,z]);

> grdM:=[subs(x=0,y=1,z=1,grd[1]),subs(x=0,y=1,z=1,grd[2]),

subs(x=0,y=1,z=1,grd[3]) ];

> elips:=[1/2*cos(t),sin(t),1];

> tau:=diff(elips,t);

> s1:=solve({elips[1]=0,elips[2]=1},t); tM:=s1[1];

> tauM:=simplify(subs(tM,tau)); L:=tauM;

Lnorm:=L/sqrt(dotprod(L,L));

> dotprod(grdM,Lnorm);

Çàäà÷à 62. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå u(x, y, z) = x
√
y+

y
√
z â òî÷êàòà N(2; 9; 4) ïî ïîñîêà íà òî÷êàòà P (0;−4; 5).

Ðåøåíèå: Èçïîëçâàìå ðåøåíèåòî íà ïðèìåð 10, êàòî â ñëó÷àÿ íàïðàâëå-

íèåòî å âåêòîðúò
−−→
NP, ò.å. l = (−2,−13, 1). Ñëåäâà àêòóàëèçèðàíèÿò êîä:

> restart;with(linalg):

> u:=x* sqrt(y)+ y*sqrt(z);

> grd:=grad(u,[x,y,z]);

> grdM:=[subs(x=2,y=9,z=4,grd[1]),subs(x=2,y=9,z=4,grd[2]),

subs(x=2,y=9,z=4,grd[3]) ];

> L:=[0-2,-4-9,5-4]; Lnorm:=L/sqrt(dotprod(L,L));

> simplify(dotprod(grdM,Lnorm));

Îòãîâîð: − 409

2088

√
174.

Çàäà÷à 63. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ðàâíèííîòî ñêàëàðíî ïîëå u(x, y) =
x4+xy+2y3 â òî÷êàòàM(1;−1) ïî ïîñîêà íà âåêòîðà, ëåæàù â ðàâíèíàòà

xOy, êîéòî ñêëþ÷âà úãúë
π

3
ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox.

Ðåøåíèå: Â ñëó÷àÿ l = (cos
π

3
, sin

π

3
). Àêòóàëèçèðàíèÿò êîä å:
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> u:=x^4+x*y+2* y^3;

> grd:=grad(u,[x,y]);

> grdM:=[subs(x=1,y=-1,grd[1]),subs(x=1,y=-1,grd[2])];

> L:=[cos(Pi/3), sin(Pi/3)]; Lnorm:=L/sqrt(dotprod(L,L));

> dotprod(grdM,Lnorm);

Îòãîâîð:
3

2
+

7

2

√
3.

Çàäà÷à 64. Ïðåñìåòíåòå ïðîèçâîäíàòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå u(x, y, z) =

arctg
y

x
+ xz â òî÷êàòà M0(2; 2;−1) ïî ïîñîêà íà íîðìàëàòà êúì ïîâúðõíè-

íàòà

S ≡
{
x2 + y2 − 2z = 10

}
,

êîÿòî îáðàçóâà îñòúð úãúë ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íî îñòà Oz.

Ðåøåíèå: Ïîâúðõíèíàòà ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

S ≡
{
x = u, y = v, z =

1

2

(
u2 + v2

)
− 5 |u, v ∈ R

}
.

Â ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ïîâúðõíèíàòà äâàòà òàíãåíöèàëíè âåêòîðà ñå ïðåñ-
ìÿòàò ÷ðåç äèôåðåíöèðàíå ïî ïàðàìåòðèòå: r u = (1, 0, u) è r v = (0, 1, v)
è âåêòîðíîòî èì ïðîèçâåäåíèå å (−u,−v, 1). Íîðìàëíèÿò âåêòîð â òî÷êà-
òà M0 ñå ïîëó÷àâà (−2,−2, 1). Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà òîçè âåêòîð ñ
âåêòîðà (0; 0; 1) å ïîëîæèòåëíî, ñëåäîâàòåëíî íàïðàâëåíèåòî, ïî êîåòî ñå
òúðñè ïðîèçâîäíàòà, å l = (−2,−2, 1). Ãðàäèåíòúò íà ñêàëàðíîòî ïîëå â
ïðîèçâîëíà òî÷êà å

gradu(M) =

(
− y

x2 + y2
+ z, − x

x2 + y2
, x

)
,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ãðàäèåíòà â òî÷êà M0, gradu(M0) =

(
−5

4
,
1

4
, 2

)
è

òúðñåíàòà ïðîèçâîäíà ïî èñêàíîòî íàïðàâëåíèå

∂u

∂l

∣∣∣∣
M0

=

(
−5

4
,
1

4
, 2

)
(−2,−2, 1)√

(−2)2 + (−2)2 + 1
=

4

3
.

Ïðèëîæåíèÿò êîä èçâúðøâà ïðåñìÿòàíèÿòà. Íåîáõîäèìà å áèáëèîòåêà linalg.
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> restart;with(linalg):U:=arctan(y/x)+x*z:

> S:=[u,v,(u^2+v^2)/2-5]:

> ru:=diff(S,u): rv:=diff(S,v): N:=crossprod(ru,rv):

> N_M:=[subs(u=2,v=2,N[1]),subs(u=2,v=2,N[2]),subs(u=2,v=2,N[3])]:

> dotprod(N_M,[0,0,1]):

> g:=grad(U,[x,y,z]):

> g_M:=[subs(x=2,y=2,z=-1,g[1]),subs(x=2,y=2,z=-1,g[2]),

subs(x=2,y=2,z=-1,g[3])]:

> dotprod(N_M,g_M)/sqrt(dotprod(N_M,N_M));

Çàäà÷à 65. Äà ñå èçñëåäâà ñêàëàðíîòî ïîëå u(x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2) çà
ëîêàëåí åêñòðåìóì. Äà ñå ïîòâúðäÿò ðåçóëòàòèòå ñ gradplot.

Ðåøåíèå:

-1,5
-1-0,5

0 y0

1,5

0,05

0,5

0,1

1

0,15

0,5

0,2

x

0,25

0

0,3

1

0,35

-0,5 -1 -1,5
1,5

x

y

2

-1

0

1

0

2

1

-2

-1-2

(a) Ëîêàëíè åêñòðåìóìè (á) Ãðàäèåíòúò íà ñêàëàðíîòî ïîëå

ÔÈÃÓÐÀ 6. Ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà ñêàëàðíî ïîëå

> z:=(x,y)->(x^2+y^2)*exp(-x^2-y^2);

zx:=unapply(diff(z(x,y),x),[x,y]);

zy:= unapply(diff(z(x,y),y),[x,y]);

zxx:= unapply(diff(z(x,y),x,x),[x,y]);

zxy:=unapply(diff(z(x,y),x,y),[x,y]);

zyx:= unapply(diff(z(x,y),y,x),[x,y]);

zyy:=unapply(diff(z(x,y),y,y),[x,y]);

statpt:=solve({zx(x,y)=0,zy(x,y)=0},{x,y});

zxxM:=zxx(0,0);zxyM:= zxy(0,0);

zyxM:=zyx(0,0); zyyM:=zyy(0,0);

with(linalg):
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Delta:=matrix([[zxxM, zxyM],[ zyxM, zyyM]]);det(Delta);

zmin:=z(0,0);

with(plots):

plot3d((x^2+y^2)*exp(-x^2-y^2),x=-1.5..1.5,y=-1.5..1.5);

gradplot(z(x,y),x=-2..2,y=-2..2,arrows=SLIM);

Çîíèòå, â êîèòî ãðàäèåíòúò å íóëà, ïîêàçâàò êúäå ñà âúçìîæíèòå ëîêàëíè
åêñòðåìóìè, â ñëó÷àÿ â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ïî öåíòðàëíàòà åäèíè÷íà
îêðúæíîñò. Ïîñîêèòå íà ãðàäèåíòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå ïîêàçâàò âèäà íà
ëîêàëíèÿ åêñòðåìóì, ñòðîã ëîêàëåí ìèíèìóì â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è
íåñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì ïî òî÷êèòå îò öåíòðàëíàòà åäèíè÷íà îêðúæíîñò
(ÔÈÃÓÐÀ 6).

Çàäà÷à 66. Äà ñå íàìåðè òî÷êàòà, â êîÿòî ãðàäèåíòúò íà ñêàëàðíîòî ïîëå
u = sin(3x+ 4y) å ðàâåí íà 3i+ 4j.

Ðåøåíèå: Ãðàäèåíòúò íà ñêàëàðíîòî ïîëå â ïðîèçâîëíà òî÷êà å

gradu(M) = (3 cos(3x+ 4y), 4 cos(3x+ 4y)) .

Òî÷êèòå â ðàâíèíàòà, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèåòî

cos(3x+ 4y) = 1

ñå íàìèðàò âúðõó ïðàâèòå ñ óðàâíåíèÿ

3x+ 4y = 2kπ, k = 0, ±1, ±2, . . . .

Çàäà÷à 67. Îçíà÷àâàìå r = xi+ yj+ zk, r = |r | =
√
x2 + y2 + z2. Äà ñå

íàìåðè úãúëúò ìåæäó ãðàäèåíòèòå íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà u = r è v = ln(r2)
â òî÷êàòà M0(0, 0, 1).

Ðåøåíèå: Ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïðåñìÿòàò:

gradu =
∂r

∂x
i+

∂r

∂y
j+

∂r

∂z
k =

x

r
i+

y

r
j+

z

r
k,

grad u(M0) = k,

grad v =
∂ ln(r2)

∂x
i+

∂ ln(r2)

∂y
j+

∂ ln(r2)

∂z
k =

2x

r2
i+

2y

r2
j+

2z

r2
k,

grad v(M0) = 2k
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è çà úãúëà φ ìåæäó ãðàäèåíòèòå íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà â òî÷êàòàM0(0, 0, 1)
ñå ïîëó÷àâà

φ = arccos
2

2
= 0.

Çàäà÷à 68. Äà ñå ïîêàæå, ÷å ïîëåòî íà òåãëîòî íà ìàòåðèàëíèòå òî÷êè å
ïîòåíöèàëíî. Äà ñå íàìåðè ïîòåíöèàëúò ìó.

Ðåøåíèå: Îòíîñíî òðèìåðíà äåêàðòîâà ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòå-
ìà, çà êîÿòî îñòà Oz å íàñî÷åíà êúì öåíòúðà íà Çåìÿòà, âåêòîðíîòî ïîëå
íà òåãëîòî å G = mgk, êúäåòî m å ìàñàòà íà ìàòåðèàëíàòà òî÷êà, à g
e çåìíîòî óñêîðåíèå. Ðîòîðúò íà òîâà âåêòîðíî ïîëå å ðàâåí íà íóëåâèÿ
âåêòîð:

rotG =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
0 0 mg

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ñëåäîâàòåëíî ïîëåòî å ïîòåíöèàëíî. Ôóíêöèÿòà U = mgz å ïîòåíöèàëíà
ôóíêöèÿ çà òîâà âåêòîðíî ïîëå, ò.å. gradU = G.

Çàäà÷à 69. Äà ñå ïîêàæå, ÷å ïîëåòî íà âåêòîðà íà Íþòîíîâèòå ãðàâèòà-
öèîííè ñèëè íà âçàèìíî ïðèâëè÷àíå, äåéñòâàùè íà âñåêè äâå ìàòåðèàëíè
òî÷êè, å ïîòåíöèàëíî è äà ñå íàìåðè íåãîâèÿò ïîòåíöèàë.

Ðåøåíèå: Íåêà ïîëþñúò íà ïðèâëè÷àíå å òî÷êà A(a, b, c) ñ ìàñàm1. Òîãàâà
ãîëåìèíàòà íà ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà, ñ êîÿòî òî÷êàM(x, y, z) ñ ìàñà m2 ñå
ïðèâëè÷à îò ïîëþñà, å ïðàâîïðîïîðöèîíàëíà íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàñè-
òå íà äâåòå òî÷êè è îáðàòíîïðîïîðöèîíàëíà íà êâàäðàòà íà ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó òÿõ

|F| = γ
m1m2

r2
,

êúäåòî γ = 6, 67.10−11Nm2/kg2 å ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà, à

r =
√

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâåòå òî÷êè. Îçíà÷àâàìå K = γ m1m2. Òîãàâà

F = K
a− x

r3
i+K

b− y

r3
j+K

c− z

r3
k.

Åëåìåíòàðíàòà ðàáîòà å

dU = F(dxi+ dyj+ dzk)
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= K
(a− x)dx+ (b− y)dy + (c− z)dz

r3

= −Krdr
r3

= −Kdr
r2

= d
K

r
.

Ïîòåíöèàëúò å

U(x, y, z) =
K√

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2
.

Çàäà÷à 70. Äà ñå ïîêàæå, ÷å ìàãíèòíîòî ïîëå, ñúçäàäåíî îò åëåêòðè÷åñêè
òîê, ïðîòè÷àù ïî ïðàâ (áåçêðàåí) ïðîâîäíèê, å ïîòåíöèàëíî è äà ñå íàìåðè
ïîòåíöèàëúò ìó.

Ðåøåíèå: Íåêà îñòà Oz ñúâïàäà ñ ïðàâèÿ ïðîâîäíèê, ïî êîéòî òå÷å òîê
ñúñ ñèëà J. Âåêòîðúò íà íàïðåãíàòîñòòà íà ìàãíèòíîòî ïîëå â òî÷êà M,
êîÿòî ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå r îò îñòà, èìà ãîëåìèíà

H =
KJ

r
,

(ïðàâèëî íà Àìïåð), êúäåòî K å êîíñòàíòà è H å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà ðàâ-
íèíàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà M è îñòà Oz. Ïðîåêòèðàìå âúðõó êîîðäè-
íàòíèòå îñè,

H = −KJ
r

sin θ i+
KJ

r
cos θ j,

êàòî ñ θ å îçíà÷åí úãúëúò ìåæäó ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox è
ðàäèóñ-âåêòîðà íà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà òî÷êà M âúðõó ðàâíèíàòà
Oxy. Íåêà x è y ñà àáñöèñàòà è îðäèíàòàòà íà òî÷êà M, òîãàâà

H = −KJ y

x2 + y2
i+KJ

x

x2 + y2
j.

Ðîòîðúò íà òîâà âåêòîðíî ïîëå å ðàâåí íà íóëåâèÿ âåêòîð:

rotH =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

−KJ y

x2 + y2
KJ

x

x2 + y2
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

ñëåäîâàòåëíî ïîëåòî å ïîòåíöèàëíî. Åëåìåíòàðíàòà ðàáîòà íà âåêòîðà íà
íàïðåãíàòîñòòà å

dA = −KJ y

x2 + y2
dx+KJ

x

x2 + y2
dy,
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dA = KJ
x dy − y dx

x2 + y2
= KJ d arctg

(y
x

)
.

Ïîòåíöèàëúò å

U(x, y) = KJ arctg
(y
x

)
.

Çàäà÷à 71. Äà ñå ïðîâåðè äàëè ïîëåòî íà âåêòîðà −→a = (y + z)i + (x +
z)j + (x + y)k å ïîòåíöèàëíî (áåçâèõðîâî) è â ñëó÷àé íà áåçâèõðîâî ïîëå
äà ñå íàìåðè ïîòåíöèàëúò ìó.

Ðåøåíèå: Íàèñòèíà, àêî ñúùåñòâóâà ïîòåíöèàëíà ôóíêöèÿ F (x, y, z), òî
òÿ å ðåøåíèå íà ñëåäíàòà ñèñòåìà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò
ïúðâè ðåä: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F

∂x
= y + z,

∂F

∂y
= x+ z,

∂F

∂z
= y + x.

Ëåñíî ñå èíòåãðèðà ïúðâîòî óðàâíåíèå îòíîñíî x è ñå ïîëó÷àâà

F (x, y, z) = xy + xz + φ(y, z).

Ñëåä çàìåñòâàíå âúâ âòîðîòî è òðåòîòî óðàâíåíèå ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà ÷àñ-
òíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä îòíîñíî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ
íà äâå ïðîìåíëèâè φ(y, z) : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ

∂y
= z,

∂φ

∂z
= y.

Ñëåä èíòåãðèðàíå îòíîñíî y ñå ïîëó÷àâà φ(y, z) = yz + ψ(z) è îò âòîðîòî
óðàâíåíèå ñëåäâà ψ′(z) = 0, îòêúäåòî ñå íàìèðà F (x, y, z) = xy+yz+zx+C,
C ∈ R. Òîçè ðåçóëòàò ñå ïîòâúðæäàâà ÷ðåç èçïîëçâàíå íà MAPLE.
×ðåç curl ñå ïðåñìÿòà ðîòîðúò, òîé ñå îêàçâà íóëåâèÿò âåêòîð, ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà ïîòåíöèàëíà ôóíêöèÿ F (x, y, z), êîÿòî ñå íàìèðà ñ potential.

> a:=[y+z,x+z,x+y]; v:=[x,y,z];

> curl(a,v);

> potential(a,v,'F'); F;
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Çàäà÷à 72. Äàäåíà å âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà r = ti+tj+
t2k. Íà÷åðòàéòå êðèâàòà Γ â ïðîñòðàíñòâîòî, êîÿòî èìà çà âåêòîðíî- ïàðà-
ìåòðè÷íî óðàâíåíèå òàçè âåêòîðíà ôóíêöèÿ, ïðè t ∈ [−2; 2]. Íà÷åðòàéòå
êðèâàòà êàòî ïðåñå÷íèöà íà äâå ïîâúðõíèíè.

Ðåøåíèå: Îò ñêàëàðíî-ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ∣∣ x = t, y = t, z = t2.

èçêëþ÷âàìå ïàðàìåòúðà è ïîëó÷àâàìå êðèâàòà Γ êàòî ïðåñå÷íèöà íà äâåòå
ïîâúðõíèíè ñ óðàâíåíèÿ z = x2 è x = y.

> implicitplot3d([x=y,z=x^2],x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2):

Çàäà÷à 73. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a =
(x, 2y) è ñå íà÷åðòàÿò òåçè îò òÿõ, êîèòî ìèíàâàò ïðåç òî÷êèòå M1(1,−1)
è M2(−1, 2).

Ðåøåíèå: Â òîçè ñëó÷àé ñèñòåìàòà (5.1.2) ñå ñúñòîè ñàìî îò åäíî óðàâíå-
íèå:

dx

x
=

dy

2y

Â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî ñòîéíîñòòà íà âåêòîðíîòî ïîëå å íóëåâèÿò âåêòîð,
êîéòî å ëèíåéíî çàâèñèì ñ âñåêè âåêòîð. Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöè-
àëíîòî óðàâíåíèå å åäíîïàðàìåòðè÷íà ôàìèëèÿ îò ïàðàáîëè

y = Cx2

è êàòî âçåìåì ïðåäâèä óñëîâèåòî y(1) = −1, íàìèðàìå òúðñåíàòà âåêòîðíà
ëèíèÿ, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà M1(1,−1), y = −x2, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâà-
ìå âåêòîðíàòà ëèíèÿ y = 2x2, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà M2(−1, 2). Òúé êàòî
äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå âúâ âñÿêà òî÷êà å ðàâíà íà ïîëîæèòåë-
íàòà êîíñòàíòà 3, òî âñÿêà òî÷êà å èçòî÷íèê. Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà
ðåçóëòàòèòå å íà ÔÈÃÓÐÀ 7, a).

> restart;with(plots):

> df1:=fieldplot( [x,2*y],x=-2..2,y=-2..2,grid=[16,16]):

df2:=implicitplot({y=-x^2,y=2*x^2},x=-2..2,y=-2..2):

df3:=plot({[1,-1], [-1,2]},style=point,color=blue,symbol=circle):

display(df1,df2,df3);
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Çàäà÷à 74. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a =
(x2, y2) è ñå íà÷åðòàå òàçè îò òÿõ, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êaòà M0(1, 4).

Ðåøåíèå: Îò (5.1.2) ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèåòî

dx

x2
=

dy

y2
,

Òî ñå ðåøàâà ñ MAPLE, êàòî çà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà å ïðèåòà x :

> dsolve({diff(y(x),x)=y(x)^2/x^2,y(1)=4},y(x)):

Òúðñåíàòà âåêòîðíà ëèíèÿ å y =
4x

4− 3x
.

Çàäà÷à 75. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a =
(x, y, z) è ñå íà÷åðòàå òàçè îò òÿõ, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà M0(1,−2, 4).

Ðåøåíèå: Ñèñòåìàòà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî õàðàê-
òåðèçèðà âåêòîðíèòå ëèíèè íà ïîëåòî, å:

dx

x
=

dy

y
=

dz

z
.

Òîâà å ñèñòåìà îò äâå îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îòíîñíî äâå
íåèçâåñòíè ôóíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, çàïèñàíà â äèôåðåíöèàëåí âèä,
â êîéòî ðîëèòå íà òðèòå ïðîìåíëèâè ñà íàïúëíî ñèìåòðè÷íè. Íåêà ïðî-
ìåíëèâàòà x å íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà, òîãàâà ñèñòåìàòà ñå çàïèñâà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí: ∣∣∣∣∣∣∣∣

y
′
=
y

x
,

z
′
=
z

x
.

Îáùîòî ðåøåíèå íà òàçè ñèñòåìà (â ñëó÷àÿ ñèñòåìàòà ñå ðàçïàäà íà äâå
íåçàâèñèìè ëèíåéíè õîìîãåííè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ) çà-
âèñè îò äâå ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè:

y = C1x, z = C2x.

Ïðåñå÷íèöàòà íà åäíà ðàâíèíà îò åäíàòà ôàìèëèÿ ñ ðàâíèíà îò äðóãàòà
ôàìèëèÿ å âåêòîðíà ëèíèÿ çà ïîëåòî. Äâåòå ðàâíèíè ìèíàâàò ïðåç òî÷êà
M0, êîãàòî C1 = −2, C2 = 4, ñëåäîâàòåëíî òúðñåíàòà âåêòîðíà ëèíèÿ å
ïðåñå÷íèöà íà ðàâíèíèòå y = −2x, z = 4x. Èçïîëçâàìå dsolve â êîäà,
äàâàù ðåøåíèåòî.
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> restart;with(plots):

> eq1:=diff(y(x),x)=y(x)/x: eq2:=diff(z(x),x)=z(x)/x:

> sys:=eq1,eq2: cond:=y(1)=-2,z(1)=4:

> dsolve({sys,cond},{y(x),z(x)}):

> implicitplot3d([y=-2*x,z=4*x],x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2);

Çàäà÷à 76. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a =
(−y, x, 5) è ñå íà÷åðòàå ìèíàâàùàòà ïðåç òî÷êàòà M0(1, 1, 1) âåêòîðíà ëè-
íèÿ.

Ðåøåíèå: Ñèñòåìàòà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, ÷èèòî ðåøå-
íèÿ äàâàò ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî, å ñëåäíàòà:

dx

−y
=

dy

x
=

dz

5
.

Èìà åäíà èíòåãðóåìà êîìáèíàöèÿ:

x dx = −y dy.

Ñëåä èíòåãðèðàíå íà îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ îòäåëåíè
ïðîìåíëèâè ñå ïîëó÷àâà

x2 + y2 = C1.

Òúé êàòî ñå òúðñè ðåøåíèåòî â îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0, ñìåòêèòå ìîãàò
äà ñå ïðîäúëæàò ñúñ ñëåäíèÿ êëîí íà íåÿâíàòà ôóíêöèÿ y = y(x) :

y(x) =
√
C1 − x2.

Îò óñëîâèåòî y(1) = 1 ñå îïðåäåëÿ C1 = 2 è åäíàòà ïîâúðõíèíà, ìèíà-
âàùà ïðåç òî÷êà M0, å

y(x) =
√

2− x2.

Çà ïîëó÷àâàíå íà âòîðà èíòåãðóåìà êîìáèíàöèÿ y(x) =
√
2− x2 ñå çà-

ìåñòâà â óðàâíåíèåòî
dx

−y
=

dz

5
è ñå ïîëó÷àâà:

dx

−
√
2− x2

=
dz

5
,

îáèêíîâåíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ îòäåëåíè ïðîìåíëèâè. Îáùîòî
ìó ðåøåíèå å

z(x) = −5 arcsin

√
2x

2
+ C2.
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Óñëîâèåòî z(1) = 1 å èçïúëíåíî ïðè

1 = −5 arcsin

√
2

2
+ C2,

è ñëåäîâàòåëíî C2 = 1 +
5

4
π. Âòîðàòà ïîâúðõíèíà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êà

M0, å

z(x) = −5 arcsin

√
2x

2
+ 1 +

5

4
π.

Åòî êàê èçãëåæäà ðåøåíèåòî ñ MAPLE:

> restart;with(plots):

> eq1:=diff(y(x),x)=-x/y(x); dsolve({eq1,y(1)=1},y(x));

> eq2:=diff(z(x),x)=-5/sqrt(2-x^2); dsolve({eq2,z(1)=1},z(x));

> implicitplot3d( [-5*arcsin(sqrt(2)*x)/2+1+5/4*Pi-z=0,

y-sqrt(2-x^2)=0] ,x=0.1..1.1, y=0.8..4, z=0.8..6);

y

2

x

1

0
2

-1

1

-2

-1 0-2

12
1

3

1,5

4

0,8

z

2

5

0,6

6

2,5 y
x 0,4

33,5
0,2 4

(à) Â ðàâíèíàòà (á) Â ïðîñòðàíñòâîòî

ÔÈÃÓÐÀ 7. Âåêòîðíè ëèíèè

Ãðàôè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå å íà ÔÈÃÓÐÀ 7, (á).

Çàäà÷à 77. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî

a = (z − y, x− z, y − x)

è ñå íà÷åðòàå òàçè, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êaòa M0(−3, 0, 4).
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Ðåøåíèå: Ñúñòàâÿ ñå ñèñòåìàòà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ,
êîèòî ñå óäîâëåòâîðÿâàò îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî:

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
. (5.1.12)

Òúé êàòî íÿìà î÷åâèäíà èíòåãðóåìà êîìáèíàöèÿ, çà äà ñå ïîëó÷è òàêàâà,
ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïðàâèëîòî íà ïðîïîðöèÿòà:

Íåêà ÷èñëàòà (èçðàçèòå) ai, bi, i = 1, 2, ..., n, n ∈ N ñà âñè÷êèòå ðàçëè÷íè
îò íóëà è

a1
b1

=
a2
b2

= . . . =
an
bn
. (5.1.13)

Àêî ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà λi, i = 1, 2, ..., n, n ∈ N å ðàçëè÷íî îò íóëà, òî
å âÿðío

λ1 a1 + λ2 a2 + . . .+ λn an
λ1 b1 + λ2 b2 + . . .+ λn bn

=
a1
b1
. (5.1.14)

Íåêà îçíà÷èì îáùîòî îòíîøåíèå â (5.1.13) ñ r. Òîãàâà îò (5.1.13) ñëåäâà

ai = r bi, i = 1, 2, ..., n, n ∈ N.

Ñëåä çàìåñòâàíå â ëÿâàòà ÷àñò íà (5.1.14) ñå ïîëó÷àâà:

λ1 a1 + λ2 a2 + . . .+ λn an
λ1 b1 + λ2 b2 + . . .+ λn bn

=
λ1 r b1 + λ2 r b2 + . . .+ λn r bn
λ1 b1 + λ2 b2 + . . .+ λn bn

= r,

ñ êîåòî ïðàâèëîòî çà ïðîïîðöèÿòà å äîêàçàíî.
Ñëåä ïðèëàãàíå íà òîâà ïðàâèëî êúì (5.1.12) çà λ1 = x, λ2 = y, λ3 = z

ñå ïîëó÷àâà èíòåãðóåìàòà êîìáèíàöèÿ

x dx+ y dy + z dz = 0,

è ñëåä èíòåãðèðàíå ñå íàìèðà îáùîòî ðåøåíèå, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà åäíî-
ïàðàìåòðè÷íàòà ôàìèëèÿ îò ñôåðè

x2 + y2 + z2 = C1. (5.1.15)

Êàòî ñå ïðèëîæè îòíîâî ïðàâèëîòî çà ïðîïîðöèÿòà êúì (5.1.12) çà λ1 =
1, λ2 = 1, λ3 = 1, ñå íàìèðà âòîðà èíòåãðóåìà êîìáèíàöèÿ:

dx+ dy + dz = 0,
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è ñëåä èíòåãðèðàíå ñå ïîëó÷àâà âòîðà åäíîïàðàìåòðè÷íà ôàìèëèÿ îò ðàâ-
íèíè:

x+ y + z = C2. (5.1.16)

Âåêòîðíèòå ëèíèè ñà îêðúæíîñòè â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, êîèòî
ñå ïîëó÷àâàò ïðè ïðåñè÷àíå íà ñôåðà è ðàâíèíà. Äà íàìåðèì ñôåðàòà è
ðàâíèíàòà, ìèíàâàùè ïðåç òî÷êà M0. Ñëåä çàìåñòâàíå íà êîîðäèíàòèòå íà
òàçè òî÷êà â (5.1.15) è (5.1.16) ñå ïîëó÷àâàò ñòîéíîñòèòå íà êîíñòàíòèòå,
ïðè êîèòî ñôåðàòà è ðàâíèíàòà ìèíàâàò ïðåç òî÷êàM0. Òúðñåíàòà âåêòîð-
íà ëèíèÿ å ïðåñå÷íèöà íà ñôåðàòà x2+y2+z2 = 25 è ðàâíèíàòà x+y+z = 1.
Çà ÷åðòåæà âèæ Çàäà÷à 75. Òàçè çàäà÷à å äîáúð ïðèìåð çà ó÷àñòèåòî íà
÷îâåêà â ïðîöåñà íà ðåøàâàíå. Àêî ôîðìàëíî ñå èçïîëçâàò âúçìîæíîñòèòå
íà MAPLE, åäâà ëè óñïåõúò ùå å ëåñåí è áúðç .

5.2 Ïîòîê

Íåêà S å ãëàäêà, äâóñòðàííà, íåñàìîïðåñè÷àùà ñå è îãðàíè÷åíà ïîâúð-
õíèíà, çàäàäåíà ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íèòå ñè óðàâíåíèÿ

S ≡ r(u, v) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D ⊂ R2,

è ñ τ0 îçíà÷èì òàíãåíöèàëíàòà ðàâíèíà â ïðîèçâîëíà, íî ôèêñèðàíà òî÷êà
M0 îò íåÿ. Äà ðàçãëåäàìå äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò îò òî÷êè íà òî÷êàòà
M0 îò ïîâúðõíèíàòà S, êîèòî ñå íàìèðàò â åäíîòî ïîëóïðîñòðàíñòâî R3

+,
äåôèíèðàíî îò òàíãåíöèàëíàòà ðàâíèíà τ0. Äà îçíà÷èì ñ R3

− ïîëóïðîñò-
ðàíñòâîòî, íåñúäúðæàùî òî÷êè îò S, ñ èçêëþ÷åíèå íà òî÷êà M0.

Äåôèíèöèÿ 5.2.1. Íîðìàëíèÿò (ïåðïåíäèêóëÿðíèÿò) ñïðÿìî òàíãåíöè-
àëíàòà ðàâíèíà τ0 ñâúðçàí âåêòîð ñ íà÷àëî â òî÷êàòàM0, ïðèíàäëåæàù íà
ïîëóïðîñòðàíñâîòî R3

−, ñå íàðè÷à âúíøåí íîðìàëåí âåêòîð íà ïîâúðõíè-
íàòà â òàçè òî÷êà.

Ãîâîðè ñå è çà âúòðåøíà íîðìàëà â òî÷êà îò ïîâúðõíèíà. Ñ N(A,B,C)
oçíà÷àâàìå íîðìàëíèÿ âåêòîð êúì ïîâúðõíèíàòà. Ñ òî÷íîñò äî ïîñîêà åäè-
íè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð â ïðîèçâîëíà òî÷êà M îò ïîâúðõíèíàòà S ùå
îçíà÷àâàìå ñ n è

n = ± ru × rv
|ru × rv|

=
1√

A2 +B2 + C2
(A,B,C) = (cosα, cos β, cos γ),

êúäåòî
A = y′ux

′
v − x′uy

′
v, B = z′ux

′
v − x′uz

′
v, C = x′uy

′
v − y′ux

′
v
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Îçíà÷àâàìå ñ E, F è G êîåôèöèåíòèòå íà Ãàóñ, äåôèíèðàíè ñ (3.1.8):

E = ru ru = (x′u)
2 + (y′u)

2 + (z′u)
2, F = rurv = x′ux

′
v + y′uy

′
v + z′uz

′
v,

G = rvrv = (x′v)
2 + (y′v)

2 + (z′v)
2.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å

EG− F 2 = A2 +B2 + C2.

Íåêà èìàìå äåôèíèðàíî âåêòîðíî ïîëå

v(x, y, z) = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

â R3, êîåòî èìà ñìèñúë íà ñêîðîñò íà ôëóèä.
Äåôèíèöèÿ 5.2.2. Êîëè÷åñòâîòî ôëóèä, ïðåìèíàâàùî ïðåç S çà åäèíèöà

âðåìå, ñå íàðè÷à ïîòîê íà âåêòîðíîòî ïîëå ïðåç ïîâúðõíèíàòà S.
Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä:

Π =

∫∫
S

P d ydz +Q dz dx+R dxdy =

∫∫
S

vn dσ,

êúäåòî dσ å ëèöåâèÿò åëåìåíò íà ïîâúðõíèíàòà è

dσ =
√
EG− F 2 du dv.

Íåêà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíàòà S å çàäàäåíà ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî
óðàâíåíèå

r(x, y, z) = x(u, v)i+ y(u, v)j+ z(u, v)k, (u, v) ∈ D ⊂ R2,

è âåêòîðíîòî ïîëå v å äåôèíèðàío è îãðàíè÷åío âúðõó S. Òîãàâà ïîâúðõ-
íèííèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ïîâúðõíèíåí èíòåãðàë îò
ïúðâè ðîä:

Π =

∫∫
S

vn
√
EG− F 2 du dv,

êîéòî ñå ñâåæäà äî äâîåí èíòåãðàë:

Π =

∫∫
D

{P [x(u, v), y(u, v), z(u, v)] cosα+Q[x(u, v), y(u, v), z(u, v)] cos β
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+R[x(u, v), y(u, v), z(u, v)] cos γ}
√
EG− F 2 du dv

èëè

Π =

∫∫
D

(PA+QB +RC) du dv.

Äà ñå ñðàâíè ñ (4.4.2) è (4.4.3). Ïîâúðõíèííèÿò èíòåãðàë çàâèñè îò ïîñîêàòà
íà íîðìàëàòà è çà äâóñòðàííà ïîâúðõíèíà ñà âúçìîæíè äâå ñòîéíîñòè,
êîèòî ñå ðàçëè÷àâàò ïî çíàê.

Çàäà÷à 78. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a = xyzi−y2j+zk
ïî âúíøíàòà íîðìàëà íà ïîâúðõíèíàòà íà ïàðàëåëåïèïåäà:

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3.

Ðåøåíèå: Ïðåñìÿòàíèÿòà ùå íàïðàâèì çà âñÿêà åäíà îò øåñòòå ñòåíè íà
òÿëîòî.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñòåíàòà x = 0. Âúíøíàòà íîðìàëà å N1 = (−1, 0, 0).
Ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ ñà

S1 ≡ {x = 0, y = u, z = v | (u, v) ∈ D1},

D1 ≡ {(u, v) | 0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 3}.

Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π1 =

∫∫
D1

0 du dv = 0.

Çà ñòåíàòà x = 1 âúíøíàòà íîðìàëà å N2 = (1, 0, 0). Ïàðàìåòðè÷íèòå
óðàâíåíèÿ ñà:

S2 ≡ {x = 1, y = u, z = v | (u, v) ∈ D2},

D2 ≡ {(u, v)|0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 3}.

Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π2 =

∫∫
D2

uv du dv = 9.
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Çà ñòåíàòà y = 0 âúíøíàòà íîðìàëà å N3 = (0,−1, 0). Ïàðàìåòðè÷íèòå
óðàâíåíèÿ ñà:

S3 ≡ {x = u, y = 0, z = v | (u, v) ∈ D3},

D3 ≡ {(u, v) | 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 3}.
Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π3 =

∫∫
D3

0 du dv = 0.

Çà ñòåíàòà y = 2 âúíøíàòà íîðìàëà å N4 = (0, 1, 0). Ïàðàìåòðè÷íèòå
óðàâíåíèÿ ñà:

S4 ≡ {x = u, y = 2, z = v | (u, v) ∈ D4},

D4 ≡ {(u, v) | 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 3}.
Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π4 =

∫∫
D4

(−4) du dv = −12.

Çà ñòåíàòà z = 0 âúíøíàòà íîðìàëà å N5 = (0, 0,−1). Ïàðàìåòðè÷íèòå
óðàâíåíèÿ ñà:

S5 ≡ {x = u, y = v, z = 0 | (u, v) ∈ D5},

D5 ≡ {(u, v) | 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2}.
Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π5 =

∫∫
D5

0 du dv = 0.

È çà øåñòàòà ñòåíà z = 3 âúíøíàòà íîðìàëà å N6 = (0, 0, 1). Ïàðàìåò-
ðè÷íèòå óðàâíåíèÿ ñà:

S6 ≡ {x = u, y = v, z = 3 | (u, v) ∈ D6},

D6 ≡ {(u, v) | 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2}.
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Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π6 =

∫∫
D6

3 du dv = 6.

Îêîí÷àòåëíî çà ïîòîêà ñå ïîëó÷àâà

Π = 9− 12 + 6 = 3.

Ñ ïîìîùòà íà MAPLE ïîòîêúò â òàçè çàäà÷à ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå è
òàêà:

> restart; with(VectorCalculus):

> Flux(VectorField(<x*y*z,-y^2,z>,cartesian[x,y,z]),

Box(0..1,0..2,0..3));

Çàäà÷à 79. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a = yi+ zj+ xk
ïðåç ÷àñòòà îò ðàâíèíàòà ñ îòðåçè 2, 1, 4 ïî îñèòå Ox, Oy, Oz â ïúðâè
êâàäðàíò ïî íîðìàëàòà, íàñî÷åíà êúì ïîëóïðîñòðàíñòâîòî, íå ñúäúðæàùî
êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî.

Ðåøåíèå: Îòðåçîâîòî óðàâíåíèå íà ðàâíèíàòà å

x

2
+ y +

z

4
= 1.

Â òîçè ñëó÷àé ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà å ãðàôèêàòà íà ÿâíî çàäàäåíàòà
ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè:

z = 4− 2x− 4y

è íàé-åñòåñòâåíî å çà ïàðàìåòðè äà ñå ïðèåìàò íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè
x è y. Òîãàâà

S ≡ {x = u, y = v, z = 4− 2u− 4v | (u, v) ∈ D},

D ≡
{
(u, v)|0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 1− u

2

}
.

Íîðìàëíèÿò âåêòîð å N =

(
1

2
, 1,

1

4

)
. Äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè íà íîð-

ìàëíèÿ âåêòîð ñà

(
2
√
21

21
,
4
√
21

21
,

√
21

21

)
. Ïðåñìÿòà ñå ëèöåâèÿò åëåìåíò:

r = ui+ vj+ (4− 2u− 4v)k, r′u = (1, 0,−2), r′v = (0, 1,−4),
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E = r′ur
′
u = 5, F = r′vr

′
v = 17, G = r′ur

′
v = 8,

dσ =
√
5.17− 82 du dv =

√
21 du dv.

Ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ñ äâîéíèÿ èíòåãðàë

Π =

∫∫
D

(−7u− 14v + 16) du dv =

2∫
0

du

1−0,5u∫
0

(−7u− 14v + 16) dv

=

2∫
0

(1, 75u2 − 8u+ 9) du =
20

3
.

Çàäà÷à 80. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå p = x2i− yj+ zk
ïî âúíøíàòà íîðìàëà íà îêîëíàòà ïîâúðõíèíàòà íà öèëèíäúðà

x2 + y2 = a2, 0 ≤ z ≤ 1, a > 0.

Ðåøåíèå: Ïàðàìåòðèçàöèÿòà íà ÷àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà, ïî êîÿòî òúðñèì
ïîòîêà, ìîæå äà ñå íàïðàâè, êàòî ñå èçïîëçâà öèëèíäðè÷íà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà:

S ≡ {r = a cos t i+ a sin t j+ z k | (t, z) ∈ D},
D ≡ {(t, z) | 0 ≤ t ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 1}.

Òàíãåíöèàëíèòå âåêòîðè â ïðîèçâîëíà òî÷êà íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà ñà

r′t = (−a sin t, a cos t, 0), r′z = (0, 0, 1),

à âåêòîðíîòî èì ïðîèçâåäåíèå å íîðìàëåí âåêòîð çà ïîâúðõíèíàòà:

N = r′t × r′z =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−a sin t a cos t 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (a cos t, a sin t, 0).

Äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè ñà

cos t, sin t, 0.

Ïðåñìÿòàò ñå êîåôèöèåíòèòå íà Ãàóñ è ïîâúðõíèííèÿò åëåìåíò:

E = (a cos t)2 + (a sin t)2 = a2, F = (a cos t)0 + (a sin t)0 + 0(1) = 0,
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G = 02 + 02 + 12 = 1, dσ =
√
a2 dtdz = a dtdz.

Ïîòîêúò ñå ïîëó÷àâà ñëåä ïðåñìÿòàíåòî íà äâîéíèÿ èíòåãðàë:

Π =

∫∫
D

(a3 cos3 t− a2 sin2 t) dt dz =

1∫
0

dz

2π∫
0

(a3 cos3 t− a2 sin2 t) dt

=

1∫
0

(−a2π) dz = −a2π.

Ñëåäâàùèÿò êîä ïðåñìÿòà ïîòîêà ïðåç ÷àñò îò ãëàäêà ïîâúðõíèíà, çà-
äàäåíà â ïàðàìåòðè÷åí âèä. Êîãàòî ïîâúðõíèíàòà å ÷àñòè÷íî ãëàäêà èëè
çàòâîðåíà ïðè ïîäõîäÿùî ïðåäñòàâÿíå íà ïîâúðõíèíàòà êàòî îáåäèíåíèå íà
êðàåí áðîé ÷àñòè÷íî ãëàäêè ÷àñòè îò ïîâúðõíèíè, êîäúò ìîæå äà ñå èçïîë-
çâà ìíîãîêðàòíî çà ïðåñìÿòàíå íà ïîòîöèòå ïî òåçè êðàåí áðîé ÷àñòè÷íî
ãëàäêè ÷àñòè. Çà òàçè öåë ñå ïðåïîðú÷âà íàïèñâàíå íà ïðîöåäóðà.

> restart; with(linalg): assume(a>0);

# èíèöèàëèçàöèÿ

pole:=[x^2, -y, z]; r:=[a*cos(t),a*sin(t),z];

> # òàíãåíöèàëíè âåêòîðè êúì ïîâúðõíèíàòà è íîðìàëåí âåêòîð

rt:=diff(r,t); rz:=diff(r,z); nvect:=crossprod(rt,rz);

daljina:= simplify(sqrt( sum(nvect[i]^2, i=1..3) ));

nvect0:=[seq(nvect[i]/daljina, i=1..3)];

> # êîåôèöèåíòè íà Ãàóñ

E:=simplify(sum(rt[i]^2,i=1..3));

F:=simplify(sum(rt[i]*rz[i],i=1..3));

G:=simplify(sum(rz[i]^2,i=1..3));

> # ïîâúðõíèíåí åëåìåíò

sigma:=simplify(sqrt(E*G-F^2));

> # ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë

pole1:=simplify(subs({x=r[1],y=r[2],z=r[3]},pole));

f:=expand( sum(pole1[i]*nvect0[i], i=1..3) * sigma );

> # ïðåñìÿòàíå íà äâîéíèÿ èíòåãðàë

f1:=int(f,t=0..2*Pi);

flx:=int(f1,z=0..1);
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Çàäà÷à 81. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå p = xzi + k ïî
âúíøíàòà íîðìàëà íà ïîëóñôåðàòà

x2 + y2 + z2 = a2, 0 ≤ z, a > 0,

è ðåçóëòàòúò äà ñå ñðàâíè ñ ðåçóëòàòà îò àêòóàëèçèðàíèÿ êîä îò Çàäà÷à 80.

Ðåøåíèå: Ïàðàìåòðèçàöèÿòà íà ïîëóñôåðàòà, ïî êîÿòî òúðñèì ïîòîêà,
ìîæå äà ñå íàïðàâè, êàòî ñå èçïîëçâà ñôåðè÷íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà:

S ≡ {r = a cosφ sin θ i+ a sinφ sin θ j+ a cos θ k | (φ, θ) ∈ D},

D ≡ {(φ, θ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π

2
}.

Ïðè àêòóàëèçàöèÿòà íà êîäà äà ñå ïðåöèçèðà çíàêúò íà íîðìàëíèÿ âåê-
òîð. Îòãîâîðúò å

Π =
a2π(4 + a2)

4
.

> restart; with(linalg): assume(a>0);

# èíèöèàëèçàöèÿ

pole:=[x*z, 0, 1]; r:=[a*cos(t)*sin(s),a*sin(t)*sin(s),a*cos(s)];

> # òàíãåíöèàëíè âåêòîðè êúì ïîâúðõíèíàòà è íîðìàëåí âåêòîð

rt:=diff(r,t); rz:=diff(r,s); nvect:=crossprod(rt,rz);

daljina:= simplify(sqrt( sum(nvect[i]^2, i=1..3) ));

nvect0:=[seq(nvect[i]/daljina, i=1..3)];

> # êîåôèöèåíòè íà Ãàóñ

E:=simplify(sum(rt[i]^2,i=1..3));

F:=simplify(sum(rt[i]*rz[i],i=1..3));

G:=simplify(sum(rz[i]^2,i=1..3));

> # ïîâúðõíèíåí åëåìåíò

sigma:=simplify(sqrt(E*G-F^2));

> # ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ íà äâîéíèÿ èíòåãðàë

pole1:=simplify(subs({x=r[1],y=r[2],z=r[3]},pole));

f:=expand( sum(pole1[i]*nvect0[i], i=1..3) * sigma );

> # ïðåñìÿòàíå íà äâîéíèÿ èíòåãðàë

f1:=int(f,t=0..2*Pi);

flx:=int(f1,s=0..Pi/2);

Åòî è áúðçî ïðåñìÿòàíå:
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> restart; with(VectorCalculus):

> Flux(VectorField(<x*z,0,1>,cartesian[x,y,z]),

Surface(<a,s,t>,s=0..Pi/2,t=0..2*Pi, coords=spherical) );

Çàäà÷à 82. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå p = xi+2yj+ zk
ïî âúíøíàòà íîðìàëà íà ÷àñòòà îò êîíè÷íàòà ïîâúðõíèíà z =

√
x2 + y2,

îòñå÷åíà îò öèëèíäúðà x2 + y2 = 2x. Äà ñå ñðàâíÿò ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè
ñëåä àêòóàëèçàöèÿ íà êîäà îò Çàäà÷à 80.

Ðåøåíèå: ×àñòòà îò ïîâúðõíèíàòà, âúðõó êîÿòî òúðñèì ïîòîêà íà âåêòîð-
íîòî ïîëå, äîïóñêà íàïðèìåð ñëåäíèòå ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ:

S ≡ {r = ρ cosφ i+ ρ sinφ j+ ρk | (ρ, φ) ∈ D},

à îðòîãîíàëíàòà �è ïðîåêöèÿ â ðàâíèíàòà z = 0 å êðúã ñ öåíòúð òî÷êàòà ñ
êîîðäèíàòè (1, 0) è ðàäèóñ åäèíèöà, êîéòî å êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö

D ≡ {(ρ, φ) | − 0, 5π ≤ φ ≤ 0, 5π, 0 ≤ ρ ≤ 2 cosφ}.

(Âèæ ÔÈÃÓÐÀ 8(à)).
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ÔÈÃÓÐÀ 8. Ïîòîê ïðåç îòâîðåíà è çàòâîðåíà ïîâúðõíèíà.

Íàïðàâåíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ ñà äîñòàòú÷íè, çà äà ñå àêòóàëèçèðà êîäúò
îò çàäà÷à 80. Äà íàìåðèì ïîòîêà áåç ïîìîùòà íà MAPLE, çà äà ìîãàò
äà ñå ñðàâíÿâàò ìåæäèííèòå ðåçóëòàòè îò êîäà. Òàíãåíöèàëíèòå âåêòîðè â
ïðîèçâîëíà òî÷êà íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà ñà:

r′φ = (−ρ sinφ, ρ cosφ, 0), r′ρ = (cosφ, sinφ, 1),
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à âåêòîðíîòî èì ïðîèçâåäåíèå å íîðìàëåí âåêòîð çà ïîâúðõíèíàòà:

N = r′φ × r′ρ =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−ρ sinφ ρ cosφ 0
cosφ sinφ 1

∣∣∣∣∣∣ = (ρ cosφ, ρ sinφ,−ρ).

Äúëæèíàòà íà íîðìàëíèÿ âåêòîð å

|N| =
√

(ρ cosφ)2 + (ρ sinφ)2 + (−ρ)2 =
√
2ρ

Äèðåêòîðíèòå êîñèíóñè ñà:

√
2 cosφ

2
,

√
2 sinφ

2
, −

√
2

2
.

Ïðåñìÿòàò ñå êîåôèöèåíòèòå íà Ãàóñ è ïîâúðõíèííèÿò åëåìåíò:

E = ρ2, F = 0, G = 2, dσ =
√
2ρdρdφ.

Π =

∫∫
S

x dydz + 2y dzdx+ z dxdy.

Ïîòîêúò ñå ïîëó÷àâà ñëåä ïðåñìÿòàíåòî íà äâîéíèÿ èíòåãðàë:

Π =

∫∫
D

(
ρ cosφ

√
2 cosφ

2
+ 2ρ sinφ

√
2 sinφ

2
− ρ

√
2

2

)
√
2ρ dρdφ,

Π =

∫∫
D

ρ2 sin2 φ dρ dφ =

0,5π∫
−0,5π

dφ

2 cosφ∫
0

ρ2 sin2 φ dρ

=

0,5π∫
−0,5π

(
8

3
sin2 φ cos3 φ

)
dφ =

32

45
.

Çàäà÷à 83. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå p = 2yzi+ xzj−
x2k ïî âúíøíàòà íîðìàëà íà çàòâîðåíàòà ïîâúðõíèíà z = 2− x2 + y2, z2 =
x2 + y2, z ≥ 0 è ñå ïðîâåðÿò ðåçóëòàòèòå, ñëåä êàòî ñå àêòóàëèçèðà êîäúò
îò Çàäà÷à 80 è ñå èçïîëçâà çà ãîðíàòà è äîëíàòà ÷àñò íà ïîâúðõíèíàòà.
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Ðåøåíèå: Ðîòàöèîííèÿò ïàðàáîëîèä è êîíóñúò ñå ïðåñè÷àò â ðàâíèíàòà
z = 1. Îðòîãîíàëíèòå èì ïðîåêöèè âúðõó ðàâíèíàòà z = 0 ñúâïàäàò, è
äâåòå ñà öåíòðàëåí êðúã ñ ðàäèóñ 1.

Äà ïðåñìåòíåì ïîòîêà Π1 ïî ÷àñòòà îò ïàðàáîëîèäà. Â öèëèíäðè÷íè
êîîðäèíàòè ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ ñà:

S1 ≡ {r = ρ cosφ i+ ρ sinφ j+ (2− ρ2)k | (ρ, φ) ∈ D},

êúäåòî
D ≡ {(ρ, φ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ 1}.

(Âèæ ÔÈÃÓÐÀ 5(á)). Òàíãåíöèàëíèòå âåêòîðè â ïðîèçâîëíà òî÷êà íà ãëàä-
êàòà ïîâúðõíèíà ñà:

r
′

φ = (−ρ sinφ, ρ cosφ, 0), r′ρ = (cosφ, sinφ,−2ρ),

íîðìàëíèÿò âåêòîð êúì ïàðàáîëîèäà å

N1 =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−ρ sinφ ρ cosφ 0
cosφ sinφ −2ρ

∣∣∣∣∣∣ = (−2ρ2 cosφ,−2ρ2 sinφ,−ρ).

Òðåòàòà êîîðäèíàòà å îòðèöàòåëíà, ñëåäîâàòåëíî òîâà å âúòðåøíàòà íîð-
ìàëà (Âèæ ÔÈÃÓÐÀ 5(á)). Âúíøíàòà íîðìàëà å −N1. Ñëåäîâàòåëíî,

Π1 =

∫∫
S1

2yzx dydz + xz dzdx− x2 dxdy =

∫∫
D

[
2ρ sinφ

(
2− ρ2

)
2ρ2 cosφ+ ρ cosφ

(
2− ρ2

)
2ρ2 sinφ− ρ2 cos2 φρ

]
dρdφ

Òîãàâà

Π1 =

∫∫
D

ρ3[6(2− ρ2) sinφ cosφ− cos2 φ] dρ dφ = −π
4
.

Àíàëîãè÷íî ñå ïðåñìÿòà ïîòîêúò Π2 ïî ÷àñòòà îò êîíóñà. Â öèëèíäðè÷-
íè êîîðäèíàòè ïàðàìåòðè÷íèòå ìó óðàâíåíèÿ ñà:

S2 ≡ {r = ρ cosφ i+ ρ sinφ j+ ρk},
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êúäåòî
D ≡ {(ρ, φ) | 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ 1}.

Òàíãåíöèàëíèòå âåêòîðè â ïðîèçâîëíà òî÷êà íà ãëàäêàòà ïîâúðõíèíà ñà:

r′φ = (−ρ sinφ, ρ cosφ, 0), r′ρ = (cosφ, sinφ, 1),

è íîðìàëíèÿò âåêòîð å

N2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−ρ sinφ ρ cosφ 0
cosφ sinφ 1

∣∣∣∣∣∣ = (ρ cosφ, ρ sinφ,−ρ).

Òîâà å âúíøíàòà íîðìàëà íà êîíóñà (Âèæ ÔÈÃÓÐÀ 5(á)). Òîãàâà

Π2 =

∫∫
S2

2yzx dydz + xz dzdx− x2 dxdy =

∫∫
D

[
2ρ2 sinφρ cosφ+ ρ2 cosφρ sin+ρ2 cos2 φρ

]
dρdφ

Π2 =

∫∫
D

ρ3(3 sinφ cosφ+ cos2 φ) dρ dφ =
π

4
.

Ñóìàðíèÿò ïîòîê ñå ïîëó÷àâà

Π = Π1 +Π2 = 0.

> restart; with(linalg):

assume(r>0);

pole:=[2*y*z, x*z, -x^2];

> rsurf:=[r*cos(t),r*sin(t),2-r^2];

rsurft:=diff(rsurf,t); rsurfr:=diff(rsurf,r);

nvect:=crossprod(rsurfr,rsurft);

daljina:= simplify(sqrt( sum(nvect[i]^2, i=1..3) ));

nvect0:=[seq(nvect[i]/daljina, i=1..3)];

E:=simplify(sum(rsurft[i]^2,i=1..3));

F:=simplify(sum(rsurft[i]*rsurfr[i],i=1..3));

G:=simplify(sum(rsurfr[i]^2,i=1..3));

sigma:=simplify(sqrt(E*G-F^2));
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> pole1:=simplify(subs({x=rsurf[1],y=rsurf[2],z=rsurf[3]},pole));

f:=expand( sum(pole1[i]*nvect0[i], i=1..3) * sigma );

f1:=int(f,t=0..2*Pi);

flx1:=int(f1,r=0..1);

> restart; with(linalg):

assume(r>0);

pole:=[2*y*z, x*z, -x^2];

> rsurf:=[r*cos(t),r*sin(t),r];

rsurft:=diff(rsurf,t); rsurfr:=diff(rsurf,r);

nvect:=crossprod(rsurft,rsurfr);

daljina:= simplify(sqrt( sum(nvect[i]^2, i=1..3) ));

nvect0:=[seq(nvect[i]/daljina, i=1..3)];

E:=simplify(sum(rsurft[i]^2,i=1..3));

F:=simplify(sum(rsurft[i]*rsurfr[i],i=1..3));

G:=simplify(sum(rsurfr[i]^2,i=1..3));

sigma:=simplify(sqrt(E*G-F^2));

> pole1:=simplify(subs({x=rsurf[1],y=rsurf[2],z=rsurf[3]},pole));

f:=expand( sum(pole1[i]*nvect0[i], i=1..3) * sigma );

f1:=int(f,t=0..2*Pi);

flx2:=int(f1,r=0..1);

Âåêòîðíîòî ïîëå å ñîëåíîèäàëíî (òðúáíî), ò.å. äèâåðãåíöèÿòà ìó å ðàâíà
íà íóëà.

Ïîòîêúò â ñëó÷àé íà çàòâîðåíà ÷àñòè÷íî ãëàäêà ïîâúðõíèíà, êàêúâòî
å ñëó÷àÿò â òîçè ïðèìåð, ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå è ñ ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-
Îñòðîãðàäñêè.

5.3 Öèðêóëàöèÿ

Äåôèíèöèÿ 5.3.1. Íåêà L å ãëàäêà çàòâîðåíà íåñàìîïðåñè÷àùà ñå êðèâà
è

v = P (x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k

å âåêòîðíî ïîëå. Êðèâîëèíåéíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä

I =

∮
L

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz
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ñå íàðè÷à öèðêóëàöèÿ íà âåêòîðíîòî ïîëå ïî êðèâàòà L. Àêî êðèâàòà ìîæå
äà ñå ïàðàìåòðèçèðà

L ≡ x(t)i+ y(t)j+ z(t)k, t ∈ [α, β],

òî öèðêóëàöèÿòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç åäèíè÷åí îïðåäåëåí èíòåãðàë:

I =

β∫
α

{P [x(t), y(t), z(t)] x′ +Q [x(t), y(t), z(t)] y′ +R [x(t), y(t), z(t)] z′} dt.

Çàäà÷à 84. Ïðåñìåòíåòå öèðêóëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå a = xi−z2j+yk
ïî çàòâîðåíèÿ êîíòóð L ≡ 2 cos ti+3 sin tj+(4 cos t−3 sin t−3)k, t ∈ [0, 2π].

Ðåøåíèå: Öèðêóëàöèÿòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë:

I =

2π∫
0

[
2 cos t(2 cos t)′ − (4 cos t− 3 sin t− 3)2(3 sin t)′ +

3 sin t(4 cos t− 3 sin t− 3)′] dt.

> restart: with(linalg):

pole:=[x,-z^2,y];

kontur:=[2*cos(t), 3*sin(t), 4*cos(t)-3*sin(t)-3];

> pole1:=subs(x=kontur[1],y=kontur[2],z=kontur[3],pole);

tangenta:=diff(kontur,t);

> f:=sum(pole1[i]*tangenta[i],i=1..3);

f:=simplify(f);

> int(f,t=0..2*Pi);

Îòãîâîð: 60π. Ñúùèÿò ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà äèðåêòíî ÷ðåç

> restart;with(VectorCalculus):

> SetCoordinates('cartesian'[x,y,z]);

> LineInt(VectorField(<x,-z^2,y>),

Path(<2*cos(t),3*sin(t),4*cos(t)-3*sin(t)-3>,t=0..2*Pi));

Çàäà÷à 85. ×ðåç àêòóàëèçàöèÿ íà êîäà êúì çàäà÷à 84 ïðåñìåòíåòå öèðêó-
ëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå a = x2y3i+ j+ zk ïî êðèâàòà

L =
{
x2 + y2 = r2, z = 0, r > 0.

}
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Ðåøåíèå: Êðèâàòà ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç ñëåäíèòå ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ:

L =
{
x = r cosφ, y = r sinφ, z = 0, φ ∈ [0, 2π]

}
è öèðêóëàöèÿòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë:

I =

2π∫
0

[
(r cosφ)2(r sinφ)3(r cosφ)′ + (r sinφ)′

]
dφ.

Ñëåäíèÿò êîä å óíèâåðñàëåí îòíîñíî ðàâíèíè è ïðîñòðàíñòâåíè çàäà÷è.

> restart: with(linalg):

> Dekart:=[x,y,z]: assume(r>0):

> pole:=[x^2*y^3,1,z]: n:=nops(pole):

> kontur:=[r*cos(phi), r*sin(phi), 0]:

> pole1:=pole:

> for i from 1 to n do

pole1:=subs(op(i,Dekart)=kontur[i],pole1)

od:

> tangenta:=diff(kontur,phi):

> f:=sum(pole1[j]*tangenta[j],j=1..n):

> int(f,phi=0..2*Pi);

Îòãîâîðúò çàâèñè îò ïàðàìåòúðà r: −r
6π

8
.

> restart;with(VectorCalculus):

> SetCoordinates('cartesian'[x,y,z]);

> LineInt(VectorField(<x^2*y^3,y,z>),

Circle3D(<0,0,0>,r,<0,0,1>));

Çàäà÷à 86. Íàìåðåòå ðàáîòàòà íà ñèëàòà F = (x2 − 2y)i + (y2 − 2x)j ïðè
ïðåìåñòâàíåòî ïî îòñå÷êàòà MN îò òî÷êà M(−4; 0) äî òî÷êà N(0; 2).

Ðåøåíèå: Ðàáîòàòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç êðèâîëèíååí èíòåãðàë ïî îòñå÷êàòà
MN îò âåêòîðíîòî ïîëå íà ñèëàòà. Â êîäà îò Çàäà÷à 84 ñå ïðàâè àêòóàëè-
çàöèÿ íà ïîëåòî, íà ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà êðèâàòà è ñúîòâåòíî íà
èíòåðâàëà, â êîéòî ñå ìåíè ïàðàìåòúðúò. Îòðåçîâîòî óðàâíåíèå íà ïðàâàòà,
ìèíàâàùà ïðåç äâåòå òî÷êè, å

x

−4
+
y

2
= 1.
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Êîåòî è äà å îò äâåòå ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ

MN1 ≡ ti+ (−0, 5x+ 2)j, t ∈ [−4, 0],

MN2 ≡ (2t− 4)i+ tj, t ∈ [0, 2]

ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà ïðåñìÿòàíå íà ðàáîòàòà, êàòî êðàéíèÿò ðåçóëòàò íå
çàâèñè îò ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ. Àêî ñå èçïîëçâà âòîðàòà ïàðàìåòðè-
çàöèÿ íà îòñå÷êàòà, òî öèðêóëàöèÿòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç ñëåäíèÿ èíòåãðàë:

I =

2∫
0

{[
(2t− 4)2 − 2t

]
(2t− 4)′ +

[
t2 − 2(2t− 4)

]}
dt.

> restart: with(linalg):

> Dekart:=[x,y,z]:

> pole:=[x^2-2*y,y^2-2*x]: n:=nops(pole):

> kontur:=[t, t/2+2]:

# kontur:=[2*t-4, t]:

> pole1:=pole:op(1,Dekart):

> for i from 1 to n do

pole1:=subs(op(i,Dekart)=kontur[i],pole1)

od:

> tangenta:=diff(kontur,t):

> f:=sum(pole1[j]*tangenta[j],j=1..n):

> int(f,t=-4..0):

# int(f,t=0..2):

Îòãîâîð: 24. Ðåøåíèåòî áè ìîãëî äà ñå ïîëó÷è è ÷ðåç

> restart;with(VectorCalculus):

> SetCoordinates('cartesian'[x,y]);

> LineInt(VectorField(<x^2-2*y,y^2-2*x>),

Line(<-4,0>,<0,2>));

Çàäà÷à 87. Íàìåðåòå ðàáîòàòà íà ñèëàòà F = (x + y)i + (x − y)j ïðè
ïðåìåñòâàíåòî ïî êðèâàòà

L =

{
x2 +

y2

9
= 1, x > 0, y > 0.

}
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îò òî÷êà M(1; 0) äî òî÷êà N(0; 3).

Óïúòâàíå: Èíòåãðèðàíåòî å ïî ÷àñòòà îò åëèïñà ñ ïîëóîñè ñ äúëæèíè 1
è 3, ðàçïîëîæåíà â ïúðâè êâàäðàíò. Ìîæå äà ñå èçïîëçâà åäíà îò òðèòå
ïàðàìåòðèçàöèè íà êðèâàòà:

L1 ≡ cos t i+ 3 sin t j, t ∈ [0,
π

2
],

L2 ≡ t i+
√
9− t2 j, t ∈ [1, 0],

L3 ≡
√

1− t2

9
i+ t j, t ∈ [0, 3].

Îòãîâîð: -5. Äèðåêòíî ìîæå äà ñå èçïîëçâà

> restart;with(VectorCalculus):

> SetCoordinates('cartesian'[x,y]);

> LineInt(VectorField(<x+y,x-y>),

Arc(Ellipse(x^2+y^2/9=1),0,Pi/2));

5.4 Ôîðìóëè íà Ãðèéí-Ãàóñ, Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè

è Ñòîêñ

Ùå ñå ôîðìóëèðàò óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî òåçè ôîðìóëè ñà â ñèëà. Çà-
ïèñúò íà ôîðìóëèòå â òåðìèíèòå íà âåêòîðíèÿ àíàëèç å êîìïàêòåí.

Òåîðåìà íà Ãðèéí-Ãàóñ. Íåêà îãðàíè÷åíîòî ðàâíèííî ìíîæåñòâî D
èìà ãðàíèöà çàòâîðåíàòà ðàâíèíà êðèâà L è ðàâíèííîòî âåêòîðíî ïîëå
a = P (x, y)i + Q(x, y)j èìà íåïðåêúñíàòè êîîðäèíàòíè ôóíêöèè, êîèòî

èìàò íåïðåêúñíàòè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
∂P (x, y)

∂y
è
∂Q(x, y)

∂x
. Òîãàâà öèðêó-

ëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå ïî çàòâîðåíàòà ðàâíèíà êðèâà L å ðàâíà íà

äâîåí èíòåãðàë îò
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y
âúðõó ðàâíèííîòî ìíîæåñòâî D,

ò. å. ∮
L

adr =

∫∫
D

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dx dy, (5.4.1)

êúäåòî r = xi+ yj. Äà ñå ñðàâíè ñ (4.2.6).
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Òåîðåìà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a ïðåç
çàòâîðåíàòà ïîâúðõíèíà S å ðàâåí íà òðîéíèÿ èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèÿòà
íà âåêòîðíîòî ïîëå a âúðõó êðàéíîòî òÿëî V , îãðàíè÷åíî îò çàòâîðåíàòà
ïîâúðõíèíà S. Äà ñå ñðàâíè ñ (4.4.7):

⃝
∫∫
S

a n dσ =

∫∫∫
V

div a dv. (5.4.2)

Ïîâúðõíèíàòà S è ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà âåêòîðíîòî ïîëå ñå ïðåäïîëàãàò
(÷àñòè÷íî) ãëàäêè.

Òåîðåìà íà Ñòîêñ. Öèðêóëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå a ïî äúëæèíàòà
íà çàòâîðåíàòà êðèâà L å ðàâíà íà ïîòîêà íà ðîòîðà íà òîâà âåêòîðíî ïîëå
ïðåç ïðîèçâîëíà, íàíèçàíà íà çàòâîðåíàòà êðèâà L ïîâúðõíèíà Σ:∮

L

a d r =

∫∫
Σ

rot a n dσ, (5.4.3)

êúäåòî n = (cosα, cos β cos γ) å åäèíè÷íàòà íîðìàëà êúì ïîâúðõíèíàòà
Σ. Âèæ (5.4.3). Êðèâàòà L è ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà âåêòîðíîòî ïîëå ñå
ïðåäïîëàãàò (÷àñòè÷íî) ãëàäêè.

Çàäà÷à 88. Äà ñå ïðåñìåòíå öèðêóëàöèÿòà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà íà âåê-
òîðíîòî ïîëå a = (2xy − x2)i+ (x+ y2)j ïî çàòâîðåíàòà ëèíèÿ

C ≡ {(x, y) | y = x2, x = y2}

÷ðåç åäèíè÷íè èíòåãðàëè è ÷ðåç ôîðìóëàòà íà Ãðèéí.

Ðåøåíèå:
Ïúðâè íà÷èí. Äâåòå ïàðàáîëè ñå ïðåñè÷àò â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è â

òî÷êà A(1, 1). Äà îçíà÷èì ñ C1 äúãàòà îò ïàðàáîëàòà ñ óðàâíåíèå y = x2

ìåæäó ïðåñå÷íèòå òî÷êè:

C1 ≡ {(x, y) | x = t, y = t2, t ∈ [0, 1]},

à ñ C2 - äúãàòà îò ïàðàáîëàòà ñ óðàâíåíèå x = y2 ìåæäó ïðåñå÷íèòå òî÷êè:

C2 ≡ {(x, y) | x = t2, y = −t, t ∈ [−1, 0]}.

Öèðêóëàöèÿòà c ùå áúäå ñóìà îò ñòîéíîñòèòå íà äâà êðèâîëèíåéíè èíòåã-
ðàëà ïî äâåòå äúãè:

c =

∫
C1

(2xy − x2) dx+ (x+ y2) dy +

∫
C2

(2xy − x2) dx+ (x+ y2) dy
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=

1∫
0

[
(2t3 − t2) + (t+ t42t)

]
dt+

0∫
−1

[
(−2t3 − t4)2t+ (t2 + t2)(−1)

]
dt

= 2
t6

6

∣∣∣∣1
0

+ 2
t4

4

∣∣∣∣1
0

+
t3

3

∣∣∣∣1
0

− 2
t6

6

∣∣∣∣0
−1

− 4
t5

5

∣∣∣∣0
−1

− 2
t3

3

∣∣∣∣0
−1

=
1

30
.

Âòîðè íà÷èí. Ïðèëàãà ñå ôîðìóëàòà íà Ãðèéí-Ãàóñ:

c =

∫∫
D

[
∂(x+ y2)

∂x
− ∂(2xy − x2)

∂y

]
dx dy

=

∫∫
D

(1− 2x) dx dy, D ≡ {(x, y) | x 5 y2, y = x2}.

Ìíîæåñòâîòî, âúðõó êîåòî ñå èíòåãðèðà, å êðèâîëèíååí òðàïåö, ò. å.

D ≡ {(x, y) | x2 5 y 5
√
x, 0 5 x 5 1}.

è äâîéíèÿò èíòåãðàë ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíè åäèíè÷íè èíòåãðàëè:

c =

1∫
0

 x∫
x2

(1− 2x) dy

 dx =

1∫
0

(1− 2x)(
√
x− x2) dx

=
2

3
x

3
2

∣∣∣∣1
0

− 4

5
x

5
2

∣∣∣∣1
0

− x3

3

∣∣∣∣1
0

+
x4

2

∣∣∣∣1
0

=
1

30
.

Çàäà÷à 89. Äà ñå ïðåñìåòíå öèðêóëàöèÿòà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà íà âåê-
òîðíîòî ïîëå a = yi+ x2j− zk ïî çàòâîðåíàòà ëèíèÿ

C ≡ {(x, y, z) | x2 + y2 = 4, z = 1}

íåïîñðåäñòâåíî è ÷ðåç òåîðåìà íà Ñòîêñ.

Ðåøåíèå:

Ïúðâè íà÷èí. Ëèíèÿòà ñå íàìèðà â ðàâíèíàòà z = 1 è ïðåäñòàâëÿâà
îêðúæíîñò ñ öåíòúð â òî÷êàòà A(0, 0, 1) è ðàäèóñ, ðàâåí íà 2. Ïàðàìåòðè-
çèðàìå çàòâîðåíàòà êðèâà, êàòî âçåìàìå ïðåäâèä ïîñîêàòà íà îáõîæäàíå
(îáðàòíî íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà)

C ≡ {(x, y, z) | x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 1, t ∈ [0, 2π]}.
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Òîãàâà öèðêóëàöèÿòà ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

c =

2π∫
0

[2 sin t(2 cos t)′ + 4 cos2(2 sin t′ − 1(1)′] dt

=

2π∫
0

(−4 sin t cos t+ 8 cos3 t) dt = −4π.

Âòîðè íà÷èí. Ðîòîðúò íà âåêòîðíîòî ïîëå å ðàâåí íà

rot à =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
y x2 −z

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

[
∂(−z)
∂y

− ∂(x2)

∂z

]
i+

[
∂y

∂z
+
∂(−z)
∂x

]
j+

[
∂x2

∂x
− ∂(y)

∂y

]
k = (2x− 1)k.

Íà çàòâîðåíàòà ðàâíèííà êðèâà íàäÿâàìå êðúã Σ ñ öåíòúð â òî÷êàòàA(0, 0, 1)
è ðàäèóñ, ðàâåí íà 2. Ñúãëàñíî îðèåíòàöèÿòà íà êðèâàòà åäèíè÷íèÿò íîð-
ìàëåí âåêòîð êúì êðúãà å n = 1k. Ïðèëàãàíåòî íà òåîðåìàòà íà Ñòîêñ
âîäè äî ïðåñìÿòàíåòî íà ïîòîêà íà âåêòîðíîòî ïîëå íà ðîòîðà ïðåç íàäÿ-
íàòà ïîâúðõíèíà Σ:

c =

∫∫
Σ

rot à k dσ =

∫∫
Σ

(2x− 1) dσ

=

2π∫
0

 2∫
0

(2ρ cosφ− 1)ρ dρ

 dφ =

2π∫
0

[
cosφ

2ρ3

3

∣∣∣∣2
0

− ρ2

2

∣∣∣∣2
0

]
dφ

=

2π∫
0

[
16 cosφ

3
− 2

]
dφ =

16 sinφ

3

∣∣∣∣2π
0

− 2φ|2π0 = −4π.

Çàäà÷à 90. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a = y2xi+ z2yj+
x2zk ïî âúíøíàòà íîðìàëà íà åëèïñîèäà

S ≡
{
(x, y, z) | x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= R2

}
,
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êúäåòî a, b, c, R ∈ R+, ÷ðåç òåîðåìàòà íà Ãàóñ�Îñòðîãðàäñêè.

Ðåøåíèå:
Äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå å

div a =
∂(y2x)

∂x
+
∂(z2y)

∂y
+
∂(x2z)

∂z
.

Êàòî ñå ïðèëîæè òåîðåìàòà íà Ãàóñ�Îñòðîãðàäñêè, çà ïîòîêà ñå ïîëó÷àâà

Π =

∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2) dv,

êúäåòî

V ≡
{
(x, y, z) | x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
6 R2

}
.

Â íîâàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Orθφ∣∣∣∣∣∣
x = ar sin θ cosφ,
y = br sin θ sinφ,
z = cr cos θ,

Êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä ñòîéíîñòòà íà ßêîáèàíà

J =
D(x, y, z)

D(r, θ, φ)
= abc r2 sin θ,

ïîòîêúò ñå ïðåñìÿòà ÷ðåç òðîéíèÿ èíòåãðàë

Π =

∫∫∫
V

[(ar sin θ cosφ)2 + (br sin θ sinφ)2 + (cr cos θ)2]abc r2 sin θ dv,

êúäåòî èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà âúðõó îáðàçà íà åëèïñîèäà

V ≡ {(r, θ, φ) | 0 6 r 6 R, 0 6 θ 6 π, 0 6 φ 6 2π}.

Π = a3bc

∫∫∫
V

r4 sin3 θ cos2 φ dr dθ dφ+ ab3c

∫∫∫
V

r4 sin3 θ sin2 φ dr dθ dφ

+abc3
∫∫∫
V

r4 cos2 θ sin θ dr dθ dφ.
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Òúé êàòî ïîäèíòåãðàëíèòå ôóíêöèè ñà ïðîèçâåäåíèÿ íà ôóíêöèè, çà-
âèñåùè ñàìî îò åäíà ïðîìåíëèâà, ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò ñëåäíèòå åäèíè÷íè
èíòåãðàëè:

I1 =

R∫
0

r4 dr =
r5

5

∣∣∣∣R
0

= 0, 2R5,

I2 =

π∫
0

sin3 θ dθ =

π∫
0

(cos2 θ − 1) d cos θ =

[
cos3 θ

3
− cos θ

]∣∣∣∣π
0

=
4

3
,

I3 =

2π∫
0

cos2 φ dφ =

2π∫
0

1 + cos 2φ

2
dφ = π,

I4 =

2π∫
0

sin2 φ dφ =

2π∫
0

(1− cos2 φ) dφ = 2π − π = π,

I5 =

π∫
0

cos2 θ sin θdθ = − cos3 θ

3

∣∣∣∣π
0

=
2

3
,

è îêîí÷àòåëíî

Π =
2

15
abcR5(2a2π + 2b2π + c2).

5.5 Çàäà÷è è îòãîâîðè

1. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå U(x, y, z) =
1

x
+

1

y
+

1

z
. Äà ñå ïðîâåðè

òúæäåñòâî ëè å rot [grad (U)] =
−→
0 . Äà.

2. Çà ñêàëàðíîòî ïîëå U(x, y, z) = sin(3x − y + z) äà ñå ïðîâåðè âÿðíà
ëè å çàâèñèìîñòòà
∇2U = ∆U. Äà.

3. Çà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà äâåòå âåêòîðíè ïîëåòà
a = (y, 2, 0) è b = (0, x, z) íàìåðåòå äèâåðãåíöèÿòà è ðîòîðà.
−z, (x+ y)i+ (2− y)j
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4. Ñîëåíîèäàëíî ëè å âåêòîðíîòî ïîëå a = (x2 + 4y2 − z3)i + (−3xy +
zx2)j+ (xz +

√
xy)k ? Äà.

5. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå

u(x, y, z) = x2
√
y + y2

√
z + z2

√
x

â òî÷êàòà M0(4; 4; 1) ïî ïîñîêà íà îêðúæíîñòòà {x2+ y2 = 32, z = 1}.

−17
√
2

8

6. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a = (x +

2y,−y). x = ey
(
C − 2

y

)
7. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a = (y,−x).
x2 + y2 = C

8. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a = (y, x, x−y).
x2 − y2 = C1, x− y + z = C2

9. Äà ñå íàìåðè ôàìèëèÿòà îò âåêòîðíè ëèíèè íà ïîëåòî a = (x−z, y−
z, 2z). (x− y)2 = C1z,

√
z
(
y +

z

3

)
= C2

10. Íàìåðåòå âñè÷êè ôóíêöèè φ(x), çà êîèòî äèâåðãåíöèÿòà íà ïîëåòî

a = φ(x)i+ φ(x)(y + z)j+ φ(x)(y − 3z)k

å ðàâíà íà íóëà. φ(x) = Ce2x

11. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîëåòî

a =
−1

x2 + y2
i+

1

x2 + y2
j+ 2zk

å ïîòåíöèàëíî, è äà ñå íàìåðè ñêàëàðíèÿò ìó ïîòåíöèàë.

U(x, y, z) = arctan
y

x
+ z2 + C

12. Îçíà÷àâàìå r = xi+yj+zk è r =
√
x2 + y2 + z2 . Äà ñå íàìåðÿò âñè÷-

êè ôóíêöèè φ(r), çà êîèòî å èçïúëíåíî div(φ(r)r) = 2φ(r). φ(r) =
C

r
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13. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a = (2x−z)i+(4x+y)j+
(z−3y)k ïðåç ðàâíèíàòà íà òðèúãúëíèêà ñ âúðõîâåA(1, 0, 0), B(0, 1, 0)
è ;C(0, 0, 1) ïî ïîñîêà íà íîðìàëàòà íà ðàâíèíàòà, êîÿòî ñêëþ÷âà îñ-
òúð úãúë ñ îñòà Oz. 0, 5

14. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a = (y2 + z2)i − (x2 +
z2)j+ (xy)k ïðåç ïúëíàòà ïîâúðõíèíà íà ïðåñå÷åíèÿ êîíóñ x2 + y2 =
z2, 1 6 z 6 2. 0

15. Äàäåíî å âåêòîðíîòî ïîëå a = x2i+y2j+z2k. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò
íà òîâà âåêòîðíî ïîëå ïðåç âúíøíàòà ñòðàíà íà ÷àñòòà îò õèïåðáî-
ëîèäà x2 + y2 = 9− z, îòñå÷åíà îò ðàâíèíàòà z = 0. −243π

16. Äà ñå ïðåñìåòíå ïîòîêúò íà âåêòîðíîòî ïîëå a = (x2 + 2y)i + (y2 −
x)j + (−z2 + 4x)k ïðåç âúíøíàòà ñòðàíà íà ñôåðàòà (x − 1)2 + (y +
2)2 + (z − 3)2 = 1. 16π

17. Íàìåðåòå ðàáîòàòà íà ñèëàòà F = −yi+ xj+ zk ïî íà÷óïåíàòà ëèíèÿ

ñ âúðõîâå A(0, 0, 0), B(−1, 2, 1) è C(0, 1,−1) îò À äî Ñ ïðåç Â. −4

3

18. Íàìåðåòå ðàáîòàòà íà ñèëàòà F = x2i − y2j ïî äúãàòà îò ñïèðàëàòà
íà Àðõèìåä ñ óðàâíåíèå r = φ â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè, àêî ïîëÿðíèÿò

úãúë φ ñå èçìåíÿ â èíòåðâàëà [0, π] .
π3

3

19. Äà ñå ïðåñìåòíå öèðêóëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå

a = (y − z)i+ (z − x)j+ (x− y)k

ïî çàòâîðåíàòà êðèâà L ≡ {x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 1, 0 6 t 6 π.}
−8π

20. Äà ñå ïðåñìåòíå öèðêóëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå

a = 3xyi− yzj+ xzk

ïî ïðîñòðàíñòâåíàòà çàòâîðåíà êðèâà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ïðè ïðåñè-
÷àíå íà öèëèíäúðà x2 + y2 = 1 ñ ðàâíèíàòà x+ y − z = 1. π
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